Solutionnaire
Exercices récapitulatifs

Chapitre 6

(page 391)

{an} {al,az,a3,a4,a5,...} ngrr;:)né;:);éc B]i;f];; nlij?xa” C;D
ol | B | e e e |
b) {1} {-LL-1,1,-1,.} n Cr et n Déc B A D
c) {ﬂ} {-Ll,i,i,i,---} n Cr et n Déc B 0 C
n 2 3 45
d) {(-Dm+in} 11,-2,3,-4,5,...} n Cr et n Déc nB A D
e) {2} {2,2,2,2,2,..} Cr et Déc B 2 C
) { -3n } {ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁ, ‘15,,,,} Déc B 3 C
n+3 45 2 7 8
2) {n+%} {0,%,%,%,%,. } Cr BI +00 D
h) {5} {-5, 25 125 625 )5, } Déc BS -0 D
n 2 4
i) {2—#} {%,é,%,%,%, } n Cret n Déc B 2 C
) {(_2]1?]} {1,%,%,%,%, } n Cretn Déc B 0 C
k) {sinn} {sin1, sin2, sin3, sin4, sin 5, ...} n Cr et n Déc B A D
D {4:’11} {%%%%%} cr B 2 ¢
m) {%+%} {%,%,0,%,%,.-.} n Cr et n Déc nB A D
n) {ﬁ} {7,7,%,%,%,...} Déc B 0 C
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Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

2 3 3
2 a) al—l,azzm—l;%—ng
o A 8. _ 5 _25
4 = - =% = - 15
1+3 5 1+8 13
5
d’ou {1, 1,§,§,£,...}
2 5 13
b) a =-2; a = 2+ 11(-1)2 = -1

a =-1421(-1P3 =314, =-3+31(-1)* =3
a5 =3+41(-1) = 21
dob {-2,-1,-3,3,-21, ..}

3. a) 1) bn+l =y — 10

L4 45210
2
—la,,—S
2
=L, +10)-5
2 n
-1,
2
i) b =a —10=-7
1 -7
by =—h ==
T2 T2
1 -7 -7
b, = —b :—;b - L
T2 T 4
dot b, = —
2:171
Puisque a, = b, + 10,
7

alors a, =10

n

- 2n-1
b) Puisque @,4; = 4, + 21, nous avons a,,, — a, = 2n;
de plus nous savons que a; = 2, ainsi

) a9y = (@199 = agy) + (dgg = Gog) + (agg — ag7) +
ot (ay —ay) +(a, —a) +aq
=2(99)+2098)+2097) +...+2(2) + 2(1) + 2
=20994+98+97+...+2+1)+2

= 2(%} +2 (formule 1)
=9900 + 2
d’ou a;py = 9902
i) a, =(a, —a,|)+(@,_;, —a,,)+...+ (a3 —a,) +
(a, —a) + a
=2mn-D+2n-2)+...+22)+2(1) +2
=2[n-D+ -2+ —-3)+...+2+1]+2
= Z[W} +2 (formule 1)
dotta, =n(n—-1)+2
¢) Puisque a,,, =7 - a,,, — a,, nous avons
a, +a,., +a,.,=17Yn2=>1,

de plus a; = 5 et as = 8, ainsi

d)

. a)

b)

EXERCICES RECAPITULATIFS 167

ay+a,+as= S+a,+8=7,donca, =-6
as +as+ag = -6+8+ag =7, donc a4 =
as+ag+a;, = 8+5+a, =7,donca; =-6
a,+a;+a; = a,+5+-6=7,donca, =8
a+a,+a;= a +8+5=7,donc q =-6

donc {a,}=1{-6,8,5,-6,8,5,-6,8,5,...}
-6 sin=3k+1,Vk20

|
o)

olla, =48 sin=3k+2,Yk20
5 sin=3k Vk=1
Puisque 2011 = 3(670) + 1, nous avons
Ay = -6
Ay = L,Vn > leta =203
1+ a,
D g, = 203
27 14203
203 203
go— 14203 1+203 _ 203
3 1+ 203 1+203+203 "~ |4+ 2(203)
1+ 203 1+ 203
203 203
142203 142203 203
%‘1+ 203 T 1+2(203)+203 ~ 1+3(203)
1+ 2(203) 1+ 2(203)
- 203
2% 7 14+ 202(203)
d’ou a,y; = _203
7 41007
.. 203
ll) a,l =
1+ (n - 1)203
2n
a, = —;
n2
lim 2% = Jim 2~ @miﬁ)
n—o+x p2 x>+ x2 +00
RE Jiy 2102 (mdifj
x>+ QX +00
X 2
R 24(n2)
= 400
2n
a,, = 5
3n+1
fim —2"— = Jim —2

n—+o 3pn + 1 n—+oo 1
n

Il
.é.,
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_ (-Drn? o
C)a"_72n—3 b)z 2 :2+2+2+2
N . i Ck=D2k+D DB G5 6D (N9
Cas ou n est pair:
2 2 2 4 4 2 6
_1\nn2 2 - Z. - = = T — = Y.
tim EDM gy 1 NIRRT TSNS T
noto 2p —3 v 2p —3 6 2 8
. n? Sy =—+—=—
= lim 7 63 9
n—+o _é )
n( nj d’ou S, = L
2n +1
= Jim, lim S, = lim —22— = lim —"%2)
2-—= n—+ n—+o 2+ 1 no+oo ( lj
n n|l2+—
= 400 n
Cas ol n est impair: = nlirpx —T
2+ —
-DHrn2 -n2
fim S gy n
n—+% 2}1—3 n—+w 2n—3 =1
. -n d’ou la série converge et S = 1.
= lim ——
2_; ©) DB = +13)=(1-2%)+(23-3)+(3 - 43)+
- = R gy G )
_1nn2
d’ou nlLer (2’11)_’13 n’ existe pas. § —1_234023_33433_434
ot =13 =¥+ nd-m+1)»
n
lim S, = lim (1 - (2 +1)?) = -
i 1_y n—+e n—+w
niglx n2 d’ou la série diverge et S = -ce.
e a, = (Dl -
o o542
sin =2k, a, =(-D24 = (-Dk S\k k+2 3 2 4 35
sin=2k+1a, = D) = ol =y et (i- 1 j+
sin =2k oun = 2k + 1, ou k est pair, alors ko k2
lim g, = lim (-1)* =1 S,,:l—l+l—l+l—l+l—l+...+ L
n—+e ke 32 4 3 5 4 6 n-3
sin = 2k ou 2k + 1, ou k est impair, alors 1 . 1 _l+ 1 +i_ 1
1iman:k11m(-1)k:-1 n-1 n-2 n n-1 n+l n n+2
n—+w AHT . 3 1 1
d’ou lim (-1)H n’existe pas. d’ou §, = 2 n+l n+2
f) a,=-n>+3n+1; th”:hm(é_L_ 1 )zi
lim a, = lim (-}’lz +31’l+1) (lnd —OO+OO) n—+oe n—+o \ 2 n+1 n+?2 2
n—+0 n—+0w
. 31 d’oti la série converge et S = é
=11mn2(-1+—+—] 2
n—+» n n2 oo
= e Y (1)2i=-2+4-6+8-10+...
+00 i=1
5. a) 22:2+2+2+...+2+... S, =-2
i=1 S, =-2+4=2
S, =2+2+2+...+2 S;=-2+4-6=-4
n termes S, =-2+4-6+8=4
d’ou S, =2n Ss=-2+4-6+8-10=-6

Se=-2+4-6+8-10+12=6
lim S, = lim 2n = +e L
s fsto0 {—(n +1) sin estimpair

s o
2o ‘e di - dou s, = n si n est pair
d’on la série diverge et S = +eo, § stp
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b)

C

d)

€

)

~

Sin estimpair, lim S, = lim -(n +1) = -
n—+ow n—+%

sinest pair, lim S, = lim n = +oo
n—+w n—+%

ainsi lim §, n’existe pas
n—+%

d’ou la série diverge et S n’est pas définie.

a, =45

a, =45+ 1(3) = 48

a; = 45+2(3) = 51

a; =45+33) =54

asy = 45+ 49(3) =192

Sso =45+ 48 +51+54+...+189 +192

= ? (2(45) + 49(3))

5925

ay = a+40(d) = 80
as; = a + 50(d) = 2(80)
donc a+40d =80 (D
et a+50d =160 @

@-®10d =80
d=38
Ainsi (@) a + 320 = 80
a = -240

dotta=-240etd =8

S =258+251+244 +...— 288 — 295
Déterminons le nombre n de termes de cette série
arithmétique, ou d = -7.
258 + (n —1)(-7) = -295
-Tn = -295 - 258 - 7

n =80
donc § =258 + 251+ 244 + ... - 288 — 295
et §=-295-288-281—...+251+258
28 = 80(-37)

S =-1480

Nous avons la série arithmétique suivante :
27,27+d,-27+2d,...,-27+md , 63

m termes
Ainsi -27 + (m + 1)d = 63
(m+1)d =90
doud = 20
m+ 1

En posant dans 1’équation S, = %(201 +(n—1)d),
n=1525,d=0,01et S, = 945,5, nous obtenons

945,5 = %(m + (1525 - 1)(0,01))
1891 = 3050a + 1525(15,24)
21350 = 3050a
dotia = -7

7. a)

b)

c)

d)

EXERCICES RECAPITULATIFS

2 4 8
I+5+—+—+
7 49 343

16,
2401

n

2 N
a,=—,ounz=0
Jn

2n+1

Ainsi ot = 701 _ 2
n

a, 2" 7
7)1

PSP N 2

C’est une série géométriqueoua=1et r = 7
Puisque -1 < r <1,

1 7
S = 72 = —

1-%2 5
7

e—e3+e—el +e —ell +...
a, = (-1)re**1, ot n =20

) . a _] n+l p2n+3
Ainsi —2tL = Chrlen -e2
a (_]))162n+]
2

C’est une série géométrique ol a = e et r = -e”.

n

S n’est pas définie, car r < -1.

1 1 1 1 1
e S e e S
2 4 6 8 10

. 1,2 , PSP
Puisque 5 # 3 ce n’est pas une série géométrique.

1 1 1 1 1 1( 1 1 1 1 j
—Ft—t—Ft—F+—+... ==l -+ =+ =+...
4 6 8 10 2 2 3 4 5

= %(+oo) (série harmonique)

2 4 8 16
a,=—,ounz=0
Vi3
Ainsi dest = 201 _ 1
a, Ka 2
2}1

PSP N 1
C’est une série géométrique, ol a=met r = 5
Puisque -1 < r <1,

T
S =
T
2

=2

+00

e) Zsinnﬂ =sinm + sin2x + sin 37w + ...

n=1
=0+0+0+...
C’est une série géométrique, ot a =0 et r=0.
Puisque -1 < r <1,
0

S§=——=0
1-0
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170 EXERCICES RECAPITULATIFS

o0
) szosmr = CcoST + cos2mw + cos3m + cosdrm + ...

n=1

=-1+1-1+1-...
C’est une série géométrique, ola =-1 et r=-1.
S n’est pas définie, car r < -1.
+o0 e n
S
2%

n=1

n+l
-~
an+l _ b _ (_e)n+l . T _ i

an (-6 )Vl n-n+l (-6)”
T

, PSP Lo -e _-e
C’est une série géométrique, ol a = — et r = —.
b4 T

N

Puisque -1 < r <1,
e =

net00 31
-1
a, -1 53n
53(n+1)

Ce n’est pas une série géométrique.

+o0

53n

=100 n=100 1

= ;—3(+00) (série harmonique)

= -00

8. Soit la série arithmétique
{a,a+d,a+2d,a+3d,...,a+(n-1d,..}
Sy =a @
etS, =a+(a+d) =2a+d Q
Puisque S, = 3,572 — 2,5n
S =35-25=1etS, =a,donca =1
S, =3,52)2-252)=9etS, =2a+d,doncd =7
ainsi {a,} = {1,8,15,...., 1+ (k= D7,...},
ot ke{l,2,3,...}
Lestermesa, = 8, a, =1+ (k—1)7 =7k —-6eta;,, =512
sont des termes consécutifs d’une suite géométrique.

Posons
a=38 @
ar=7k—6®
ar? =512 @
ar_ A (i r0)
a ar

Tk—-6 512
8  Tk-6

(Tk = 6)> = 4096
7k —6 =64 ou 7k — 6 = -64

k=10 ou k= % (a rejeter)

© 2009 Chenelitre Education inc.
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ainsi a;, = 7(10) — 6 = 64

d’ouk=10;a,=8,a,=64eta, =512 sontles 3 termes
consécutifs de la série géométrique.

C’est une série géométrique,ola=1letr = —.
,\J

Puisque -1 < r <1,
_ 2
I+ = N2 +1

—

S =

| —

=g & 2 &3 )
b) kz{? (2)k+l:|_ g)sk Z(t)(_z)m =M -M,

am, =32
= 5*
G _ St 2 501 , ainsi r = 1
a, l 5n+l 2 5
> 2 2 5
Puisque -1 < r <1, M, :]_TZEZE
5 5
ou M,
kzo (-2)k+1
3
n+2 n+1 _ _
NG G N A
a, (-2)n+2 327 2
2 n+l
(-2) 3
Puisque -1 <r <1, M, = 2 __

)
2
d’oﬁS:Ml—M2=%—(-l)=%

g N 5
C) Nous avons une série géometrique ou a = g etr=

z(z) =M=4,%95...

S

5 5 40
205y ' s
2(—) = 2 = 4.9965...
M)
1_ =
6
Puisque -1 < r <1,

S
c

n=1

n=1

=5

6
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d) Nous avons une série géométrique ot @ = -2 et r = -2.
25

()1 (-2)%)

o S A G S S A
;( ) I~
=-22369622

26

(-2)(1 = (-2)%)

Dy = LA TRET )
;( ) I~
= 44739242

Puisque r < -1, la somme est non définie.

PPN N -2 -2
Nous avons une série géométrique ol @ = — et r = —.

e)
_2 _2 11
+ — | 1-=
i(g) b (3)( (3) J
n=0 3 1—(£)
3
=-0,4046...
2 2\2
+ — | 1-{=
‘z'(gj b (3)( (3) j
n=0 3 1-— (ﬁ)
3
=-0,3969...
Puisque -1 < r <1,
)
+oo n+l —
z(ﬁ) __\3)_
n=0 3 l - (ﬁ)
3
=-0,4 g
10 10 10
1 2 1 1
_ - )
b ;[2”*‘ n(n + 1)} ; 2n-1 = nn+1)
10
Calculons d’abord Zf i
10
o[-0
Lo 27 9980,
2:171 1
n=1 ]—*
2
Calculons maitenant
S| 11 1 1
==t —t—F .+ —
S+ 2 23) 34 10(11)
5 =L
2
S, = l + l = i = %
2 6 6 3
1 1 1 9 3
S==—+—+—="==
2 6 12 12 4

171
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10
11

10
do Y’ L__2 :1,9980...—2(E)
21 p(n+1) 11

n=1
=0,1798...

- n
Ainsi S, = ——, donc S, =
n+1

+00

< 1
=22n—1_2 .

n=1 n=1 n+l

Sl 1 2
2{2"—1 n(n + 1)}

n=1

1
on-1’

Calculons d’abord 2
n=1

g N 1
Nous avons une série géométrique ot a=1et r = 5"

Puisque -1 < r < 1,

+00

1 1
= ——— 2
|
2 +o0
Calculons maintenant 1
onn+1)
Y = lim §, = lim
mnn+l) o n—+e p + 1
= lim 1 =1
n—+o0 1
1+—
n
<[ 1 2
d’ou - =2-2()=0
;{2”*‘ n(n + 1)} M

15 15 15
> (60 -3k) =Y 60-3> k
k=1 k=1 k=1
= 60(15) — 3(15 ; 16) = 540
25
Y (60 - 3k)
k=15
25 14
=) (60 -3k) = Y (60 — 3k)
k=1 k=1
25 25 14 14
= [260— 324—[260— 324
k=1 k=1 k=1 k=1
- [60(25) - 3(25 X 26)] - [60(14) - 3(14 x 15)} -0
2 2
2010
Y (60 - 3k) = -90 — 93 - 96 — ... — 5970
=0 = (90 +93 496 + ...+ 5970)
1961 termes

= {(W)l%l} = -5941830
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I'l. Déterminons d’abord le nombre N de secondes dans une
année de 365 jours.

N = 365(24)(60)(60) = 31536000

h) ik(k!) = 1(1) + 221 + 331 + 44 1) + ... + k(k!)

k=1

S =1 =8 =21-1 ) o
S,=1+422)=1+22)=5 =S, =311 Construisons un tableau indiquant le nombre total k
S, = 1420210 +331 = 1+ 2(2) + 3(6) = 23 de tapements de mains et le temps 7, écoulé entre
= 5, =41-1 chaque tapement.
S, =14+22H)+33)+44!)=23+424) =119
- e Y
S, =S =51 1 0 1 2 22| 23| 2¢ e | 262
4 =5!
S =S, +5(5!) =119 +5(120) = 719 =8 =6-1 k 1 2 3 4 5 6 k
douS,=m+D!-1;
S0 = 39916 799 Déterminons 7 tel que la somme des temps soit inférieure
ou égale au nombre de secondes dans une année.
10- | | . s Y 4 <31536000
Etape 1  Gilles prend g(l) =3 il reste 1 — 373 k=2

2k=2 < 31536000

2
Etape 2 Pierre prend 1 (2) = l il reste 2_2_ (2) k=2
3\3 3 3 3 1(1—27-1) c a(l —rm)
) _ 12V 22 2V 22 (2 o, < 31536000 (Zar"l =1_J
Etape 3 Gillesprend —| = | = ——,ilreste| = | ——=| = im1 r
3\3) ¥ 3/ 3 A3 (271 — 1) < 31536000
3 3 2 23 2\ 71) <
Etape 4 Pierre prend 1 (2) = —, il reste (—) - == (—) 2n1 < 31536001
313 3 34 3 (n—1)In2 < 1n(31536001)
, 4 4 4 4 5
Etape 5 Gilles prend l(g) = 2—, il reste (z) S (gj n < In(31536001) +1
313 33 3 3’ 3 In2
i} _ 12\ s 95 21\ n <25910...
Etape 6  Pierre prend 3 (g) = 36 il reste gj T 36 (5) d’ol 25 tapements dans une année.

2 4
U B N o 12. S:(i+l+l+...)—(l+l+i+...)
o=1+33) +3(3) R CAR R ENCASY

1 1 séries géométriques ol
5 série géométrique ol a = — et 1 1 1 1
=3 2 3 a=—,r=—eta=—,r=—
4 2 2 2 3 3
1-— ‘r‘ <lcarr=|=
9 3 [
=3 _ 2 _ 3
R
s s 2 3
P22 (2 (2 1
313/ 3\3 313 2
2 e N 2 1
9 série géométrique oll @ = = et =3
it r<1°a”=(2j2 U 111
9 3 b) S=(——7+———+...)+(———+——..)
) 2 8 32 128 4 16 64
- 5 séries géométriques ou
3 2 a—lr—ieta—lr—i
d’ou Gilles hérite degdu litre et Pierre hérite degdu litre. T2 T4 T4 T4
1 1

|
_
|
NN
YN
N————

+
[

W |
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c)s=(5—§+§—i+i—...)—(3+§+i+i+...) a) A=Y (¢)?
379 277 81 5725125 o
L. L ,tri N +oo k-1 k-1
senesgeome1 ques ol 1 :236(%j (c,%z?)ﬁ(éj j
k=1

a=5r="—cea=3,r=—
3

5 3 =761 (série géométrique ol a = 36 etrzéj
— _ 1- =
B - 2
RS
3 5 d’ot A = 72 cm?
1515 o
T4 4 b)L=z4ck
=0 =
2 4 4 8 8 _ 2
d) S=142+Z+-+—+=+—=+... = 24[*)
) 3 3 9 9 27 Z{ 2
2 4 8 4 8
:(1+§+§+?7+"')+(2+§+§+"-) = Zf/f (sériegéométriqueoilaz24etr:—j
1-M2
séries géométriques ou 2
a=1,r=§eta:2,r:§ dot L = 24(2+/2) cm
=42 11
-2 4.2 14. a) a=1+[3+1+7+—+..}
- - 3 32
=3+6 3 (sériegéométriqueoila=3etr:%]

-3

13. Calculons d’abord la longueur ¢, de chacun des carrés.

h=2+[1—l+i—i+...]
2 4 8

1 PSP N -1
=2+ 1 série géométrique ouazletrzz
<, < 3 1+E
=242
be 3
) =8
CI_ 3
¢ = , w11 8 S
o d’ou P| —, | estl td
C2=m= 2(32)=3\/§ ou 2,3 est e poin arrivee.
2 2
32 32
63:\/(2)+(2)=\/§=3 L1111

b) D=3+1+1+5+7+—+—+7+...

3 4 9 8
3V (3Y 3V 32
“=\2) "\3) =N T2 =(3+1+l+l+ )+(1+l+i+l+ )
. 3 9 e 2 4 8 DY
: s _(_3 . 1 séries géométriques ol
Ck:67 -1 -1 a=3r=leta=1r=l
3 2 T3 T2
—2+2
2
=65
d’ou D =6,5m
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I5. a) Critere des polyndmes

d=1-0=1
Puisque d < 1, la série diverge.
Critere de comparaison

|
2041 2

Puisque pour n 2 0 (car (2" +1) 2 27)

+00
PSP N 1
et que z — converge (serle géométrique ol r = >
n=0 "
alors la série converge.

Critere de I’intégrale

+00 1 . M 1
| dx = lim dx  (u=Inx)
2 xInx M—+292 xlnx

=Mli33x(1n\1nxuf)

= +00

=

(alcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

Puisque L € R et L > 0 et puisque 2* diverge,
n=1 n
la série diverge.

Critere du terme général

5 k k
lim( 4k 2] = lim 44 = 4+ = 40
k—+o\ 4 + k kv 4 +1
k2

Puisque lim a, # 0, la série diverge.
k—+o

s (e (2]

n=1
1 1 1
=l+—++—+...
2 3 4

Ainsi, nous obtenons la série harmonique,

N P ui est divergente.
d’ou la série diverge. q &

d) Critere de Cauchy k) Critere de d’Alembert
1 1 (n+1)!(n+2)!
R = lim ?/a_ = lim » = lim — = —
Am JJa, = Hm ey = A, =0 e i Gl C02FD)!
n—+o @, n—>+00 nl(n+1)!

Puisque R < 1, la série converge. 2n)!

e) Critere de comparaison
. (m+DIn+2)! (2n)!

. n(ln n)? n = lim
Puisque > ——pourn =3 v ! ! !
q n? +1 n2+1p » - 2n +2)! nl(n+1)!
(car (Inn)* 2 1, pour n 2 3) et que z% diverge — lim 2t D@ +2)
peih n—w (20 + 2)(2n + 1)
1te ) U = _ = <
(critere des 'pol?/nomes, oud=2-1=1<1) I (1 N l)(l . g)
alors la série diverge. - lim n n
f) Critere de la série alternée 2 (2 + 2) (2 + l)
n n
1) lim =0 1
k= klnk =7
2) La suite {k 11 } est décroissante, car en posant Puisque R < 1, la série converge.
n
fx) = 1 . nous obtenons 1) Critere du terme général )
xInx . (Bk)k 3k
-(1+1Inx) lim L=
fi(x)=—2<0 pour x 22 kv (2k + 1) kv \ 2k + 1
(xIn x)2 3 X
N ‘o = lim | ——
d’ou la série converge. vl 5 1
g) Série-p k
- g = (3"
()
”z:; nNn ; n% _ +020

. 3 .
’ A N —_— 2 A A . . Z. .
C’est une série-p, ol p = 5 > 1, d’ou la série converge. Puisque lim a, # 0,la série diverge.
k—+o

h) Critére de comparaison a 1’aide d’une limite

3 16. a) Critere des polyndmes
LzlimM d=2-1=1
N § Puisque d < 1, la série diverge.
" b) Critére de la série alternée
— lim —"_ D m 3 g 3 o
noren + \/; ) nlgloc 4n2 +1 - nirf-loc 1 -
4n + —
= lim
oy L
Jn
=3
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©)

d)

e)

g)

2) La suite{ 3n }est décroissante,
4n? +1

n? +
3x
car en posant f(x) = ,
P @ 4x2 +1
3—12x2
nous obtenons f’(x) = ———— < 0 pour x > |
A r
d’ou la série converge.
511+5
Puisque a, . _ 4n+l _ Sn+5  4n _ é
a, SnHd T gn+l Sued 4
4n )
I N 5 i)
nous avons une série géométrique ol r = 1
d’ou la série diverge et S = +oo, car r > 1.
Critere de d’ Alembert
(n+1)!2n+
R = lim 22l = i — 3
nove n—s+o n!2n
> )
- lim (n+1)12n+1 5n
n—>+o0 Sn+l n!2n
- lim (n+1)2
n—+o
= +00
Puisque R > 1, la série diverge.
Critere de d’ Alembert
(n + 1)2n+!
R = lim & = iy — 570
no+e @, n—+w n2n
5)1
= fim 2F 12t S5m0
n—>+oo 5n+1 112”
lim (n+1)2
n—+0o 5n
2 (l + lj
= lim ——~
n—+0o 5
-2
5
Puisque R < 1, la série converge.
(_5)n+1
Puisque %t — 8" _ St 8t S
a, -3 8 (5 8’
gn—]

nous avons une série géométrique ot a =-Setr = FY
d’ou la série converge, car -1 <r<1 et

G5 _ 40

- ( -5 j 13
8
Critere de comparaison
Puisque (1 + l)
n

alors la série diverge.

> 1pour n =21 etque 21 diverge,

n=1

EXERCICES RECAPITULATIFS

h) Critere de I'intégrale

= lim
M-+

J.Wef M%dx

lim 2 ‘

M-+

lim 2 2
M—+x g\r

2
e

d’ou la série converge (car I'intégrale est convergente).

Critere de comparaison
8 <8

7_—=ipourn27
n%(4 +Inn) n?

Puisque
a 4n?

et quez — converge (série-p,oup=2>1),
n=7

alors la série converge.

Z —2

-

n=1

4n

4” + 5"

9 n

35

n=1

séries géométriques oul

4 5 5
=—,r=—eta=—,r=—
9 9 9
4 Bl
- 94+ 95
()6
9 9
4 5
= — 4+ —
5 4
_ 4l
20

La série converge et S = ﬂ
20

k) Critere de d’Alembert

n+l
(n+ 1)2( 29 j
lim ——~100/

n—+oo ( 99 )
100

. a
R = lim L =

n—+o
an

2
N TURS))
n—+o  100n2
= lim 2 (1+3+i)
n—+o | n n2
-9
100

Puisque R < 1, la série converge.
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)

. a)

b)

c)

EXERCICES RECAPITULATIFS

Puisque
(-7r)20k+D)
4 _ (WO8)" _ (o (V98) _ (mp2 _ w2
a, (-m)* (og)"™! (m* 98 /98
k
(v/o8) .
nous avons une série géométrique ol r = fﬁ et
”2
a= Jog d’ou la série converge car -1 <r<1 et
71-2
g—_~N9%8 _  m
1% 98 -n?
/98
Déterminons si la série alternée Z (1) est
_ n
convergente. =l
1) lim L =0
n—+% Sn
2) La suite {SL} est décroissante, car en posant
n
) 1 , -1
f(x) = —, nous obtenons f'(x) = — < 0
S5x 5x2
pour tout x = 1.
Doncz D ©est convergente.
n=1
. D 1Sl . .
Pulsquez —| = —2— = +00 (série harmonique)
n=1 5n 5 n=1
alors z b est conditionnellement convergente.
":l‘ . & -+t
Déterminons si la sérlez ® est convergente.
n=1
1) im ——=0
n—ee (21)2
2) La suite {W} est décroissante, car en posant
flx) = , nous obtenons f’(x) = = <0
( x) 2x3
pour tout x = 1.
_1\n+1
Doncz D) est convergente.
— (2n)?
Pulsquez -y L Iy L
(2n)? = 4n? 4= n?
est convergente (série-poup=2>1)
alors 2 ¢ ) est absolument convergente.
n=1
Déterminons si la série z D" et convergente.

n+1

n=1

Puisque lim

= lim o =1# 0, la série
n—+e n + 1 1

n—+o 1+ L
. n
est divergente.

© 2009 Chenelitre Education inc.

d)

€)

Is. a)l)zwkf ~ioV2 B oVA 5
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Critere généralisé de d’ Alembert
(n + 1)(-4)"+3
5n+l
n(_4)n+2
5n
(n+ 1)4n+3 5n
51‘1+] n4n+2
lim 4(n+1)

n—+ 5n

lim i(1 + l)
n—+o § n

4

an+l
a,

R = lim

n—+o

= lim
n—+w

= lim
n—+ow

5
n+
Puisque R < 1, la série 2 &

n=3

est absolument

convergente.

De plus, pour le théoréme 6.24, la série est convergente.

Déterminons si la série z

n=1
) lim 2 = fjm 20 =D =2)..DAD) _
3)B)3)...3)AA)

n '
) est convergente.
3\

+o0 # 0

n—s+oo 3N n—>+o0

La série est divergente.

. . . .. -DfInk
Déterminons si la série z ED¥Ink est convergente.
k=2

. Ink g S
1) lim — est une indétermination de la forme =,
k-0 k +o0

Ink
lim — = lim
k—+o0 x—+o X

1
Inx B i X — g

X—>+%
. [Ink L.
2) La suite T est décroissante, car en posant

1-Inx
x2

foy =X, <0

pour tout x = 3.

nous obtenons f’(x) =

[N
Donc, 2 (DfInk est convergente.

k=2
o0 _ k +00

Déterminons si 2 %‘ = 2% est convergente.
k=2 k=2

Critere de I’intégrale

+oo 2
j X = lim j X e = lim [(1“)
2 X M—+0 d2 X

)

M-+ 2
2 2
- lim (an M) &)
M-+ 2 2

= 400

s g
Donc, la série est divergente, d’ou 2 (DfInk est

k=2

conditionnellement convergente.

~%v2 T3 a4 s e 7

etESﬁ

d'ou S =-03122...et E <0,3061...
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b)

. a)

b)

d’ou S =-0,8964... et E < 0,008

: _eos((n+Dr)| 1
Puisque £ < a,,, = — 5 |
1 . c)
nous cherchons 7 tel que =< 106
n
n3 > 100
n > 106
n > 100
d’ou n =101 suffit.
Critere généralisé de d’ Alembert, pour x # -2
(_4)n+1(x + 2)/1+1
u
R =1 n+l =1 n+1
nigloc u, ng‘{lx (—4)” (x + 2)"
n
=[x + 2| lim
n—+o p + 1

= 4‘x + 2‘ (car lim
n—+e p + 1

- 4)
Lorsque R < 1, ¢’est-a-dire |x + 2| < i,

-9 -7 I
donc Z <x< Z’ la série converge.

Lorsque |x +2| = l,c’est—é—direx =2 oux= i, 9
4 4 4
nous obtenons :

ceold)

+00

six = ﬁ, = 2i

4 i3 k i K
qui est une série divergente (série harmonique);

1V
oo (-4 (fj 400
. -7 4 (-Dk

six=—, =

4 Z k Z k

k=1 k=1

qui est une série convergente (série harmonique alternée);

(2x — Tyn+!
(n+1n+2)
2x =T
nn+1)

Uy —
u,

R = lim

n—+o

lim

n—+ow

lim
n—+o p + 2

‘2x—7

:‘Zx—ﬂ (car lim —" :1)
n—+e g+ 2

Lorsque R < 1, ¢’est-a-dire [2x — 7| < 1,

donc 3 < x <4, la série converge.

Lorsque [2x — 7| = 1, c’est-a-direx=3 oux =4,
nous obtenons :

. +00 (_l)k
six =3, E
o k(k+1)

EXERCICES RECAPITULATIFS

177

qui est une série alternée convergente ;

. - |
six =4,
t Zk(k+1)

k=1
qui est une série convergente (critere des polynomes);

doul = [3,4]etr=%.

Pour x # 0,
n+l
R = lim Ui | _ i In(n+1)x
n—re| Y, n—>+oo Innx»
_ ‘x lim In(n+1)
n—+o Inn
L1 +1
= ‘x‘ (car lim Intn+D = 1)
n—+c  Inn

Lorsque R < 1, c’est-a-dire ‘x‘ <1,

donc -1 <x < 1, la série converge.

Lorsque |x| = 1, c’est-a-direx=-1 oux=1,
nous obtenons :

six=-1,Y (-DkInk
k=2

qui est une série divergente (critere du terme général);
six=1,) Ink

k=2
qui est une série divergente (critere du terme général);
doul=]L1[etr=1.

Pour x # 0,

In(n + 1) xm+!

3
R = lim "] = Jim _ (m+1)P

n—i | Y, n—+oo Innxn

n3
3SIn(n+1

— ‘x‘ lim w

n—>+o (n+1)3Inn

3
— ‘x‘ car lim M =1
n>+e (n+1)3Inn

Lorsque R < 1, ¢’est-a-dire |x| < 1,
donc -1 <x < 1, la série converge.
Lorsque ‘x‘ =1, c’est-a-direx=-1oux=1,
nous obtenons:
+00
. -DkInk
st x = -, z CDfink
i3
k=2
qui est une série alternée convergente ;
+0o0
. Ink
six =1, Z —
= K
qui est une série convergente

Bk
doul=[11]etr=1.

R . Ink . N .
critere de comparaison —— < série-pou p=21;
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e) Pour x # 3,
(n+1D!(x =3y
!
R= tim %] = fim | Q0D
no+e |y n—+x n!(x —3)"
2n)!
! !
_ ‘x— 3l Tim (n+ D! 2n)!
n—+e (2n +2)! n!
- ‘x —3| lim _ m+Dh
n—+e (2n + 2)2n + 1)
=|x-3| lim ——
n—+o 2(2n + 1)
=[x - 3]0
=0

Puisque R < 1 pour tout x, ] = -oo, +o0 et 1 = +oo,

G GBx—4F  &(3x-4)
p O3 (=t

k=0 k=0

3x—4

est une série géométrique de raison r = 5

et la série converge uniquement pour
-l<r<1

3x—4

c’est-a-dire -1 < <1

i<,\¢<3

3
d’oﬁl=}i, 3[etr=§.
3 3

g) Critere généralisé de Cauchy, pour x # 5
. . n\'

R = lim /lu | = lim 2| =| (x =5)"

"‘ (7] ( )

n—+o n—+o
n
-5
(7)(x )‘

= ‘x—S lim 2
n—+o ]

= lim
n—+oo

..n
= +© (car lim — = +o

n—+o 7

Puisque R > 1, pour tout x # 5, la série diverge.

+00

X k 40
Pour x = 5, nous obtenonSZ(;j 0 =Y (0)=0
P

k=1
La série converge uniquement pour x =5 et =0

h) Pour x # 0,

nanrl
. u . n + 1)2(n+)
R = lim || = lim {n+ 0D

nove | U, n—r+oe (I’l - I)Xn
n2n
. n2n
= ‘x‘ lim .
imee (n+ 1242 (n— 1)

2n
. 1
_ . n . n 1 L
‘x‘()lllg]m n— 1)(:1112100(” + 1] ](”LIPM (n + 1)2

=HM{§}®
=0

Puisque R < 1 pour tout x, [ = -0, +c et 1 = +o0,

© 2009 Chenelitre Education inc.
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1
fx) = m fO)=1
’ '1 ’
F0 = £10)=-1
2
” — ” 0 — 2
10 = £70)
”r '3' ”nr
S (x):m f7(0) =-3!
-Drn!
FO () =é§§;r FO(0) = (-Tyn!
(-Dm+l(n + 1! D+ (n+ 1!
(n+1) =7 N 7 n+D)(p) = >~ vV @ J°
S e IO T
i) 1 :1_1x+27x2_3!x3+4!x4
1+ x 2! 3! 4!
(-Drntxr  (D)*i(n 4+ 1) xn+!
n! (n+ D!+ c)m+2
_1\n+l
Lz1_x+x2_x3+x4___.+(_1)/1xn +an+l
1+ x (14 c)r2
oucel0,x[oucelx,O
ii) “l_ =l-x+x2 -3 +xt — D)+
X
Pour x # 0,
_1\n+1 yn+l
R = lim Y| = gy |CDX
n—ves| U, n—+eo | (1) xn

Lorsque R < 1, c’est-a-dire |x| < I, donc -1 <x< 1,
la série converge.

Lorsque ‘x‘ =1, c’est-a-direx=-loux=1,

nous obtenons:

six=-1,1+1+1+...4+1+...

qui est une série divergente ;
six=1,1—-1+1—-1+...

qui est une série divergente ;
doul=]-1,1[etr=1.

iii) > fi=x->1/(1+x);

1
1+x

fi=x—>

> PO:=x->1;
PO:=x—>1

> Pli=x->1-x;
Pl:i=x—>1-x
> P2i=x->-x+x"2;
P2:=x = 1-x+x?
> P3:1=x->-x+x"2-x"3;
P3:=x =>1-x+x2-x3
> P4:=x->| -x+x"2-x"3+x"4;
Pidi=x > 1—x+x2—x3+x4
> plot([f(x),PO(x),P1(x),P2(x),P3(x),P4(x)],x=-1..1,
y=0..2,color=[red,blue,green,sienna,coral,black]);
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2.
1,8 1
1,6
141
2.
y 1
0,81
0,61
041
0,21
-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 |
X
s N
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y. B/ (1+X) X,,,=0
\Y &1 X"=1
\Y,E1-X X= .2
\Y B1-X+X2 Y, =0
\Y B1-X+X2-X"3 Y, =2
\Y,B1-X+X2-XA3+ X4 Yo=5
XFSS=1
J U
s N
I\ Y,
b)  f(x)=e* f0) =1
fl(x) = -e~ 1) =-1
f7(x) = e f70) =1
) =t f0) =-1
2 3 4 _1)"
1) e* = l—x+ 222 M+
21 31 4! n!
(_ l)n+l ec -
(n+1)!
ou c €]0,x[ ou c € |x,0[
2 3 4 _1yn yn
i) ex=lox+ XX D
20 31 4! n!
Pour x # 0,
(_])n+lxn+]
. u . !
R = lim |- = lim _(m+D!
nove| Y n—+o (-l)”x”
n!
. n!
= ‘x lim ———
n—+ (n+1)!
= ‘x‘ lim
n—+o pn + 1
= |x[(0)
=0

Puisque R < 1 pour tout x, [ = -o0, +o0 et r = +0,
iii) > fi=x->exp(-x);
fi=x— e
> P0:=x->1;
PO:=x —1

> Pl:=x->1-x;
Pl:=x—>1-x

> P2:=x->1-x+x"2/2;

¢

EXERCICES RECAPITULATIFS

P2:=x—> I—JH—lx2
> P3:=x->1-x+x"2/2-x"3/3;

P3:=x%1—x+lx2—lx3
2 3

> P4:=x->| -x+x"2/2-x"3/3+x"4/4;
P4:=x — 1—x+lx2—lx3+ix4
2 3 4
> plot([f(x),PO(x),PI(x),P2(x),P3(x),P4(x)],x=-1..1,
y=0..2,color=[red,blue,green,sienna,coral,black])

-1 -08-06-04-02 0 02 04 06 08 |

X
Vs N [ 1
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y Be” (-X) X,,=-1
\Y =1 X, =1
\Y|1-X X y=-2
\Y B1-X+.5X2 Y,..=0
\Y B1-X+.5X2- (1/3)X"3 Y. =2
\Y B1-X+(1/2)X2- Y,.,=.5
(1/3)XA3+(1/4)X4 X =1

s
-
e
-

s N
L J
f(x) = sin(-3x) f0)=0
f/(x) = -3cos(-3x) f(0)=-3
f7(x) = -32sin(-3x) f70)=0
f”(x) = 33 cos (-3x) f70) =33
f®(x) = 3*sin(-3x) f®0)=0
fO(x) = -3%cos (-3x) fO(0) =-3°
f©(x) = -36sin(-3x) f©W0)=0
i) sin (-3x) = 0 — 3x + 0;—2'+ 3;)“3 + o%— 355)"5
(_1)n32n+1x2n+1 (_l)n+l32n+2 sin (-36‘) cane2
2n+1)! 2n+2)!
sin (-3x) = -3x + (33%)3 - (35%)5 +
(-Dr*1(3x)2n+ n (-1)™*2 sin (-3¢) (3x)2+2
2n +1)! 2n +2)!

oucel0,x[oucelx,0f
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3 5
ii) sin (3x) = 3y + G _ G0
3! 5! 2n+1)!
Pour x # 0,
(_1)n+2(3x)2n+3
. 2n + 3)!
1 _lenro):
nlglm (_1)n+l(3x)2n+l
2n+1)!
!
‘3)6‘2 lim @n+ D!
n—+e (2n + 3)!
= ‘3)62‘ lim .
n—+e (2n + 3)(2n + 2)
= [3x2/(0)
=0
Puisque R < 1 pour tout x, [ = -0, +o0 et r = +oo,

W1

Mll

R = lim

n—+w

iii) > fi=x->sin(-3*x);
fi=x — sin(-3x)
> Pl:=x->-3%x;
Pl:= x > -3x
> P3:=x->-3*x+(3*x)"3/3!;
27x3

P3:=x = 3x+
> P5::x->-3*x+(3*x)A3/3!-(3*x)A5/53;
27x3  243x°
3! 5!
> P7:=x->-3%x+(3%x)A3/31-(3%x) A5/51+(3*x) A 7/71;

3 5 7
P7= x — 3x + 27x3  243x + 2187x

P5:=x — -3x+

+ (_1)11+| (Sx)ZrH-l +

3! 5! 7!
> plot([f(x), X), X), x), x)],x=0..Pi,y=-3..3,
plot([f(x),P1(x),P3(x),P5(x),P7(x)],x=0..Pi,y=-3..3
color=[red,blue,green,sienna,black]);
3.
2.
|.

RN 15 2\2\5/3/
.|.

X

-2 1

-34

Plot1 Plot2 Plot3 Vs
\Y,@sin(-3X) WINDOW
\Y,&-3X
\Y,B-3X+ (27/6)X"3
\Y,B-3X+(27/6)
XA3-(243/120)X"5
\Y B-3X+(27/6)
XA3-(243/120)
X5+ (2187 /5040) XAT

N\ J

o
o

- aw

s s
s 2
x 3

1

w o,

X < < <X X X

»
1)

1
o
@

r

( N

/AN
<0
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21. Fo = In(l - 2%) £(0) =0
’ _ '2 ’ —
=5 £0) =2
f//(x) = ﬁ f"(O) — _22
7= 2 170 = 22)
f(4>(x) = (1_2_4%!))4 f(4)(()) = _24(3!)
R SO0 = 254D
Fox) = ﬁ FO(0) = 290 — 1))
. _ _2n+ln! it _ _2n+ln!
ForeD(x) = Ayt FD(c) e

2252 232x3  2431x4
21 3! 4!

2541x5  2"(n—-1lxn 2n+lp!
5! n! (n+ D1 = 2c)r+!

a) In(1-2x)=0-2x—

n+l

(2x)?  (2x)} @20t
2 3 4
Qo (2x)nt!
h n (n+ 1)1 = 2¢)n+1’

In(1-2x)=-2x—

ot ce]0,x[oucelxO]
_ Q@0 Qut Q)

2 3 4 5(1 = 2¢)’
ol ce€]0,x[ oucelx,0f

b) In(1-2x) =-2x

s

En posant x = 0,25, nous obtenons
057 (05° (05 1 (05
2 3 4 (I-2¢y 5

In(0,5) = -(0,5) -

ouc € ]0; 0,25
0,5  (0.5° (0,5°
2 3 4

5 595

ol E = 0,5) < (0,5)52
(1-2¢)5 5

In(0,5) = -0,68229...0u E < 0,2
d’ot In (0,5) = -0,682 ou E < 0,2

In(0,5) = -(0,5) -

2 3 4 n
0) In(l-2x) = -2x - G @ Q0T Qo
2 3 4 n
Pour x # 0,
(zx)n+l

R = lim |%tl| = [jm [-2t1 | _ |2x| lim —— = |2x]|

n—ve | Yy, nosioe | (221 n—+o n + |

n

Lorsque R < 1, ¢’est-a-dire | 2x| < 1, donc '2—1 <x< %,

la série converge.
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d)

Lorsque |2x| = 1, ¢’est-a-dire x = Loux= L
. 2 2
nous obtenons:
-1 1 1 1
+

six=—,l-—+—-——
2 2 3 4
qui est une série convergente ;
. 1 1 1 1
six=—,-1-—————~—
2 2 3 4

> fi=x->In(1-2%x);

fi=x—>In(0-2x)
> Pl:=x->-2%x;

Pl:= x — -2x

> P2:=x->-2%x-(2¥x)"2/2;

P2:=x — -2x — 2x?
> P3i=x->-2%x-(2¥x)A2/2-(2¥x)A3/3;

P3:=x — -2x — 2x2 —%x»‘

> Pdi=x->-2%x-(2%x) N2/2-(2%x) 3/3-(2%x) N4/ 4;

P4:= x = -2x = 2x? —§x3 — 4x*

> plot([f(x),P1(x),P2(x),P3(x),P4(x)],x=-1/2..1/2,y=-3..1,
color=[red,blue,green,sienna,black]);

J
~

(P'Iot1 Plot2 Pl1ot3
\Y.B1n(1-2X)
\Y,B-2X

\Y. 8- 2X-2X?2
\Y,B-2X-2X2- (8/3)
XA3

\Y,B-2X-2X2- (8/3)
XA3-4X"4

N\ J

F |
£ 35 =
o
''Q
mi

a a A

EIREIN
8 > o
x 5 =

w =0 -

o
o

X < << XXX

_’
©
»

r

s N

22. a)

b)

EXERCICES RECAPITULATIFS

f(x) =sinx f

f'(x) = cosx f

f///(x) = -COS X f///

oy ol oy ola oy

P N S A

. I

N | = 1 ! N | —
\ N‘ﬁ‘m‘H ""a \

F®(x) = sinx f®

(
(
Fo=sn
(
(

sinx =

+

x_z n
1 6
!

— ou + , ¢’est-a-dire
2 n! 2 n
x 3 Ejll
N 3 1
k, 6 , o0 k,=+t——ouz—.
n! 2 2
Pour x # —,
n+l
-2
6
1
R= tim |“t| = fym | +D!
nove | Y, n—>+oo ( ﬂ.j"
*~§
k?l n!

!
L (x - E) lim —%—
k 6 )| n—+oo (n + 1)'

= Ky [x - E) lim

k, 6 )|n—>+=n+1
e+ )
== x-=—=]O
A < )|©
=0
Puisque R < 1 pour tout x, [ = -0, +oo.
f(x) = e f)=e
) = e fy=e

Fr0 = e frm=e

—1)2 —1)3 — 1)
(x 1) +€(x 1) +...+€(x 1) +...
2! 3! n!

ef=ete(x-1D+e

© 2009 Chenelitre Education inc.
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9

EXERCICES RECAPITULATIFS

Pour x # 1,
e(x — Dn+!
!
R= lim |“=1] = fiym |22 DL
n—ve | U, n—+o» e(x - 1)"
n!
= ‘x 1| lim ———
n—+o (n+1)!
= ‘x‘ lim !
n—+o 4+ 1
= |x|c0)
=0

Puisque R < 1 pour tout x, [ = -oo, +co.

x—2

fx) = f2)=0
x+2
4 1
"(x) = ‘2)=—
10 = f@=
” 4(-2) ” -2
= 2 = —
10 =05 o=
,,, 431 m 3!
S AP . 2y = 2=
110 = o=
4(-4") -4
W (x) = #(2) =
1O =500 fo@ =2
4(-1)m+(n!) (-)*1n!
m(x) = 2 0/ m(Q) =~~~ _"*°
o =S fm@ =
_ — )2 I (x —2)3
X 2:O+l(x—2)—l(x 2) +i(x 2
x+2 4 42 2! 43 3!
! _ _\n+lpuyt
H 2)4+...+(1) n'(x—2)"+...
44 4 4n
x—2 _ (x=2) (x-2)? 4 (x=2)3
x+2 4 42 43
=2, G2
44 4n
Pour x # 2,
(_l)n+2(x —_ 2)n+]
1 Upp1 | _ 1 4n+l _ ‘x_z‘
k=, | = e |7 4
4VL
s |x=2]
Lorsque R < 1, c’est-a-dire T<1,

donc -2 < x < 6, la série converge.

= 1,c’est-a-dire x =-2 ou x = 6,

Lorsque

nous obtenons :
six=-2,-1-1-1—-...—-1...
qui est une série divergente ;
six=6,1—-1+1—-1+...

qui est une série divergente ;
d’oul=]-2,-6[.

© 2009 Chenelitre Education inc.

d)

23. a)

(alcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

f(x) = sin2x f(r)=0
f'(x) = 2cos2x fi(m)y=2
F7(x) = -22 sin 2x f(m) =0
f7(x) = -23 cos2x () = -23

f®(x) = 24sin2x f®(m) =0
fO(m) = 25

fO(x) = 25cos2x

_ )2 3
sin2x = 0+2(x—n')+0(x '75) 93 (x 3‘7z) +
O(x—n)4 4+ 05 (x = )3
4! 51
3 _ 3 5 _ 5
sin2x=2(x_ﬂ)_2(x ) 25(x — 1) N
3! 51
(-1)n 2201 (x — f)2n+l
2n+1)!
Pour x # 7,
(-1)"“22’”3()( — 7[)2/1+3
= lim |Yart] — (2n +3)!
R= ',llglx u, N ,,lng (-1)n22n+1 (x — )2+l
2n+1!
= ZZ‘X—ﬂ'2 lim Cn+ D!
n—+ow (2n + 3)!

—dr-mP lm — L
e 20+ 3)2n + 2)

= 4(x - m)*(0)
=0
Puisque R < 1 pour tout x, [ = -0, +oo.

f(x) = cos x f(%) =0
£/(x) = -sin x f(%) =-1
F7(x) = -cos x f(gj =0
F7(x) = sin x f(%) =1

F®(x) = cos x f<4>(%) =0

cosx=0—1(x—f
2

2! 3!
—~
o(—3)
2
4!
3 5
T T
(-5) (=3
cosx:-(x—£)+ 2/ _ 2)
2 3! 5!

2n+l
(_1)n+l (.X — E]
2

2n+1)!

+ ...



Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

b) > fi=x->cos(x);

c)

f=x — cos(x)
> P3:=x->-(x-Pi/2)+(x-Pi/2)"3/3!;
(>-3)
- 73
P3=x—>-x+_+~—=
2 3!
> plot([f(x),P3(x)],x=0..Pi,color=[red,blue]);

0,51

y o :

05 | |

-0,5
.|.

e A
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y,Bcos (X) win=0
\Y B-X+(n/2)+ X,a=3-1415926. ..
((X-(m/2))"3)/6 X.,=.5
\Y3= me‘nz_1
\Y4= Yma><=1
\Y = Y.,=:5
\Y5= Xres=1

N
p
N J

En remplagant x par (% - O,Sj, nous obtenons
_ 3 _ 5 | 7
cos (5 - 0,5) = (0,5 + (0D (057, (0.5
2 3! 5! 7!
-0.5)3 20.5)5
= 0,5+ (0"5) ,OUE < (05"5)

d’ou cos (% - 0,5) =~ 0,47916, 0t E < 0,00026...
En remplagant x par 0, nous obtenons
3 5 7
5 5),6)
cos0=—(£)+ 2) N2/ 12/
2 3! 5! 7!

3 5
3 ..
n_ ) ee\2)

Y 51
d’ott cos0 = 0,9248..., out E < 0,07969 ...

x3 x5 x7

EXERCICES RECAPITULATIFS

. Nous utiliserons les développements suivants.

sinx = x — =— + = — =—
3150 7!
x2 x4t xS
cosx=1—-—+"——-"—+
21 4! 6!
X x3 x4
er=1+x+—+"—
20 31 4!
3 4
nd+x)=x-—4+t X
2 3 4
a) tanx—smx
CoS X
( B3 ox5 x7 )
X— =
31 507!
:( 2 x4 x6 )
I
21 4! 6!
X 2x3
=X+T+F+... (en effectuant la division)
3 5 7
b)sinxcosx:(x—x— X _x )
31 507!
( X2 x4 x6 )
T Al SO
21 4! 6!
x3 x5 x7
X X X
3! 5! 7!
x3 X x7 X0
BT - ...
20 3121 5121 712!
x5 X7 X9
+o - + -
4! 3141 514!
x7 x?
-+
6!

o) (s
=x—|—+—|¥+|=
3t 21 5!

316!

1 1] S
+ +— x5 -
3121 41

1

(1 I 1) ,
—+ + +— |27+
715121 3140 6!

1 1 1
=x+x2+| =[x+
2! 31 31

(1 1

1] s
— = +— x5+ ...
41 2131 51

22x3  24x5 267
T TET
2 3 4
c) e*sinx=(1+x+x+x+x+...j
20 31 4!
( x3 x5 X7 )
X— T -
3! 5! 7!
, X x4 x>
=X+ a2+
2! 3! 4!
x3 x* x5 x©
T3 T30 2310 3310
5 6 7
+ s
5! 5! 215!

_1)x4+
31

© 2009 Chenelitre Education inc.



EXERCICES RECAPITULATIFS

P TUEE D N S
X X

25. a) En utilisant

12 14 16 18 110
cost=1-—+
21 41 6! 8! 10!

L AR L L L
20 41 6! 8 10!
l—cost 1 12 1+ ¢ 18
—_—— s — —  ——

2 21

41 6! 8! 100

( cost)

T S 18
(7_7 et a
t

l1—cost =

fx) =

16l 81 10!

13 Al t7 19
(7 3(41) 5(6!)_7(8!)+9(10!)_"'j0

x3 x5 x7 x°
2! 341 56H 78 9101
(_1)/1x2/1+1

2n + 1)2n +2)!

Par le critere généralisé de I’ Alembert

R lim |G 2nt D+ 2)!
n—ee| (20 + 3)(2n + 4) ] (-1 x2n+t
_ @n+1)2n +2)!

o (2n + 3)(2n + 4!
- lim —@n+tD
o (2n + 4)(2n + 3)?

= x2 lim 4—}1 =0
A (2 + fj (2n +3)
n

la série converge pour x € R, d’olt / = -o0, +c0.

05 (0.5, (0.5° (0.9, (05°

b) £(0,5) =
)OS = =50 T sy~ 7sy ooy
Puisque & ?) = 2,768...(10%) > 108
9
etque {39 _ 508 (10-11) < 10+,
9(101)
nous avons
3 5 7
05 - 05 _ 057 (057 057
21 34 56 78
ou E =9 o5
9(101)
dotl £(0,5) = 0,2482, o E < 10°8

© 2009 Chenelitre Education inc.

26.

27.

(alcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

a) Construisons une série géométrique de premier terme

a=1etde raison r = -x*, oti|x4| < 1, alors

T+ + )2+ (x*)P + o+ (X)) + = _
1—(-x%)
Ainsi L I—x* 4+ x8 — x12 + x16 — 4 (-x*)" +
+ x4
En intégrant les 2 membres
1 1
J.2 L= J2 [T-xt+ a8 —x2 4 x10— 4 (xt)y 4. ]dx
0 1+ x4 0

1
2

I: xS .X9 x13 x17 :l
X
59 13 17 0

MERGHONGE

2 5 9 13 17

SNGIG)
1 27+27,OHE327<10'5
9 13

2 5
= 0,49397

b) Nous savons que
x2 ox* x0 X8
cosx =1—"—+
21 4! 6! 8!
En remplacant x par vx dans le développement,
nous obtenons

L, VxeR

- x ox2 x3 x4
cosvx =1—-—+

21 41 6! 8!

En intégrant les deux membres,

0.1 o 0.1 2 3 4
j cosv‘xdx:J‘ [1—i+x——x—+x——..}dx
0 0 2! 4! 6! 8!

LVxeR

0.1

S P G S S I
221)  3(4!) 4@6!) 581
2 3 4
D2 O b g OD
4 72 2880
= (0,097514

0

= 0,1- <10

Montant injecté M, =6 000000

M, =6 000 000(0,80)

M, = 6000 000(0,80)(0,80)
=6 000 000(0,80)*

M, = 6000 000(0,80)*(0,80)
=6 000 000(0,80)°

M= 6000 000(0,80)*

% de M| remis en circulation

% de M, remis en circulation
% de M, remis en circulation
% de M, remis en circulation

% de M remis en circulation M, =6 000 000(0,80)"

S = 6000000 + 6000 000(0,80) + 6000 000(0,80)% +
_ 6000000 série géométrique ol
"~ 1-(0.80) (a = 6000000 et r = 0,80]
=30000000$



Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése EXERCICES RECAPITULATIFS

28. a) d, =1000+10+0,1+...
= 1000 + 1000(0,01) + 1000(0,01)% + ...
1000 série géométrique ol
©1-(0,01) (a = 1000 et r = 0,01]
=1010,10 m
d, =10+ 0,1+0,001+...
=10+ 10(0,01) + 10(0,01)% + ...
_ 10 série géométrique ol
" 1-(0,0D (a =10etr = 0,01 ]
=10,10 m

b) Puisque Achille et la tortue étaient séparés de 1000 metres
etque d, —d, = 1010,10 — 10,10 = 0, la tortue aura
parcouru 10,10 métres avant qu’ Achille ne la rejoigne.

distance
c) temps = ————
vitesse
= 1010,10 m
(15 000) m/min
60

d’ot ¢ = 4,04 min

+oo
29. a) Si Zak converge, alors lim a;, = 0
k—+o0
k=1
ainsi, a partir d’un certain indice m, a, <1,V k> m
nous avons alors a? < a,,V k>m (car 0 < aq, < 1)
o
d’ou z a} converge (par le critére de comparaison)
k=1
b) Laréciproque est fausse; en effet

+00

1 <1 .
— converge et — diverge
Y. L converge et Y, ¢ diverg

k=1 k=1

© 2009 Chenelitre Education inc.



Solutionnaire
Problemes de synthese

hapitre 6 (page39)

n—+we

sin (Ej 0
. a) lim nsin (ﬁj = lim —* (ind. 5)
x

. T
=7 lim cos| —
xX—>+%0 X

= &, donc convergente

b) lim Y20 = lim (2x)*  (ind. (+0)°)

n—+ow

Soit A = lim 2x)*

X+

InA = ln[lim (2x)l~]

x—>+o0

= lim In(2x)*

xX—>+%0

= lim 22 (ind. ﬁ)

x>+ X +00

e 1=

RH .
= lim
x>0 |

=0
Ainsi A =¢" =1

d’ou lim {/2n = 1, donc convergente

n—+©

o) lim (Wn+1-+/n) (ind. +o— )

= iy Wt L =)o+ 1+ )
o (v 1+ )

. 1
11m —_——
By oy

= 0, donc convergente

n(n+1)
d) lim 1+2+3+...+n _ lim —2
n—+0 n n—+e n
- lim +1
n—+o D

= +o0, donc divergente

e) lim (”+3j = lim (1+§) (ind. 1+=)
X

n—+o n X+

© 2009 Chenelitre Education inc.

. a)

Soit A = lim (l + é)

X400 X

InA = ln{lim (l+i) }
X—>+0 X
= lim In (1 + é)
X—>+0 X

= lim xIn (1 + é) (ind. (+%) - 0)

X—+0

=3
Ainsi A = €3

s o1 n+3
d’ou lim ( ) = ¢3, donc convergente
n—+0 n

. 9 9
Puisque ¢, +a, = —, alors a, = ——a
q 1 275 275 1
Ainsi al(g—alj =2
2 2
2a7—-9a;, +9=0
(2a; —3)(a, -3)=0
a==-oua =3
2

)

En substituant ces valeurs dans a, + a, =

SN\

nous trouvons respectivement a, = 3 si a; =

N | Ww

ouazzgsia1=3

Puisque {\an \} est décroissante, alors ¢, = 3 et a, = 3

Ainsi
3
a=%2-2_3
2 2 4
3
g =B -4 _3
2 2 8
3
aS:a—A‘:&_-3
2 2 16
dot {an}={3,i,ﬁ,§,'3, }
27478716



Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

b) Soit S =Y a,
i=1

=a +a,+tay+a, +as+ag+...

as a,
1 1
=aqt+ta,+|—a+—-a,|+|-a,+—-a; |t
3 4
as s

En regroupant,
S =aq +a2+i(a1 +a,+a;+a, +..)+
S
1
g(a2 +ay+a, +as+..)
(S —-a)

1 1
S=a]+a2+ZS+§(S—a1)

S=1+1+%S+%(S—l) (cara, =leta, =1)

128 =24 +35+4(S -1
58 =20,donc § =4

1+2\/§+5_1—2\/§+5i|

(

@ %(1 +2ﬁj2 _\%(l _25)2
[
(

8

8

1—3J§+3(5)—(ﬁ)31

:\/15(6\5;10\/5):2

w535 5 -

oo 5

b) En a), nous avons démontré que a, = 1, a, =1 et
a, =2, ce qui correspond aux trois premiers termes
de la suite de Fibonacci. Il suffit de démontrer que
a, = a, , +a, pourn 3.

1+ﬁj_ 1 (1—v§)=i(ﬁ)=l
2 N5\ 2 V5 2

. a)

PROBLEMES DE SYNTHESE 187

(155 (5]
R (55
_ 15(1+2J§j"'2(3+2ﬁ)_
\/15(1_2\/5)”_2(3—2\/5)
_ 15(1+2J§j”(1+2ﬁj2_
S5 55
- 555550

d’olia estle terme général de la suite de Fibonacci.

1£,}=1{1,1,2,3,58,13,..},00 f, = fi, + fuy
a =2

a, =3

a, = aa, = 2(3) = 2131 = 2/13~

a, = aya; = 3(2(3)) = 2132 = 2235

= aga, = (23))(2132) = 2233 = 253%

as = a,as = (2132)(223%) = 2335 = 2435

a, = asag = (2f‘ 3% )(2./‘4 3.7‘5) = (2f3 /4 )(3./‘4 3.7‘5)
— (2f3 +fy )(3]'4 +fs )
= 2/", 3f5

N}
i
|

dotia, = 252351,V n > 2

Soit a, b, ¢ et d quatre termes consécutifs de la suite
de Fibonacci, alors ¢ = a + b et

d=b+c

d=a+2b (carc=a+b)

Déterminons k tel que

(cd — ab)?

((a + b)(a + 2b) — ab)’
(a? + 3ab + 2b? — ab)?
(a% + 2ab + 2b?)?

(a® + 2ab)? + 4b%(a* + 2ab) + 4b*
4a2b? + 8ab’® + 4b*
4(a?b? + 2ab3? + b*)

k? =4,donck =-20ouk =2

= (ad)? + (kbc)?

= (a(a + 2b)Y’ + k2(b(a + b))
= (a? + 2ab)? + k*(ab + b?)?
= (a? + 2ab)? + kX(a?b? + 2ab’ + b*)
= (a® + 2ab)* + k2 (ah? + 2ab® + b*)
= k2(a2b? + 2ab3 + b*)

= k2(a?b? + 2ab? + b*)

2

© 2009 Chenelitre Education inc.



PROBLEMES DE SYNTHESE (alcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

¢) i) Pourles termes{..., 2,3,5,8,...} C iy

’ b) S, = -1)72
Enposanta=2,b=3,c=5.d=8etk=2(ou-2) ) S g;( V2

dans I’équation

(cd — ab)? = (ad)?* + (kbc)?, nous obtenons

(5x8-2x3)2=2x82+(2x3x5)?

342 =162 + 30?2

D’ou les dimensions sont 34, 16 et 30.

Pour les termes {..., 13, 21, 34, 55, ...}

En posant = 2(%) (car ilya (%) termes égaux a 2)

a=13,b=21,c=34,d =55etk =2 (ou-2)

dans I’équation précédente, nous obtenons

(34 x55-13x21)2 = (13 x55)2 + (2 x 21 x 34)?

15972 = 7152 + 14282
D’ou les dimensions sont 1597, 715 et 1428.

11 faut étudier les cas ol n est pair et n est impair.

Si n est pair,

S, =2+4-6+8-10+12—-...-2(n—-1)+2n
=(2+4)+(-6+8)+(-10+12)+...+(-2n + 2+ 2n)

i =24+24+2+...+2

=

=n
Si n est impair,
S, =24+4-6+8-10+12—-...-2(n-2)+2(n—-1)-2n

=2+ +(6+8)+(-10+12)+...+(-2n+4+2n-2)-2n
=Q2+2+2+...+2)-2n

+00 . _1
5. Soit la série géométri i1, =2(" )—Zn
o1t 1a Serie geome rlque z ar 2

i=1

ou |r| < 1, telle que

oo 0 (car ilya (n
Z‘ar’*1 =3 et Za3r3<"*1> =81
i=1 i=1

— 1) termes égaux a 2)

=n-1-2n
3 =-(n+1
a _, o @ g (n+1) | |
1—r 1-r s . n si n est pair
d’ou S, = . . .
a=3(1-r) et a3 = 81(1 - r?) -(n+1) sin est impair

En remplagant a par 3(1 — r) dans a® = 81(1 — r3) Lorsque n est pair

() =810 Jim 5, = Jim =
27(1 = r)* = 81(1 = r)(1 + 7 + 12)

A1-=r?2=30+r+r?) ) )
1-2r+r2=3+3r+3r lim §, = lim -(n +1) = -

n—+x n—+x
2r2+5r+2=20

Lorsque n est impair

Ainsi lim S, n’existe pas,
r= iour = -2 (arejeter car |r| < 1) nve
2 d’ou S n’est pas définie et la série diverge.

En remplagant r par - dans a = 3(1-r), 1 1 1
2 c) Sn=3+4+1+E+§+...+—2n_3,sin23

nous obtenons a = 3(%), donc a = %

=3+4+(1+%+i+...+ ! )

22 2)1—3
e . a?
a1ns12a2r2("” =1-- 1"’ e N
i=1 r 11— ) série géométrique ol
9Y =3+44+ —-——"= 1
= -1 a=1letr=—
_ 2 2 2
- 2
e
2 =7+2(l—(2) J,Sin23
=27
dou § =27 1y
S = lim 7+2(1—(2j ]
n n—+ow
6. a) S, :Z{(‘J.)3 =74+2(1-0)
=

=9

d’ou la série converge.

13+ (-2 + (3P + ...+ (-n)}
=-{1B+23+3 +...+n%]

_ -n’(n+1)y?
4 2 12
S= lim§, = lim 72 ED" _
n—+oo n—+ow

d’ou la série diverge.
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Frars)
i2+4i+3

i=1

—_— N 2
_g;((i+1)(i+3)

N~ ~—

-

( 1 1 j (1
ot - +| == +
n-1 n+l n n+2

Il

=

=i

\

+

| —
|

‘P—‘
|

—
~—

d’ou la série converge.

7. a) Soita+(a+d)+(a+2d)+(a+3d)+(a+4d)

o a+d=192 @
et 5a+10d =920 @

5x M —1x(@Q:-5d =40
d

=-8
Puisque a+d=192
a—8=192
donc a =200
S, = 2072
na + w = 2072

200n + (n — Dn(-4) = 2072
4n? —204n+2072 =0

204 + \/(-204)2 — 4(4)2072

Ainsi n =
8
d’ouin=14oun =37

b @ a+8d =1
S; =18,

7a+w = 7(11a+wd)
2 2
Ta+21d = 77a + 385d
@ 70a +364d = 0
70x D) —1x@:196d = 490

L4905
196 2
Puisque a+8d =7
a+8(§)=7
2
a=-13

d’ofla=-13etd:%

8. a) Critere de d’Alembert

n+1
R = lim 1070 (2 DIO”
n—te N n—+0  plOntl
10;1
=
= lim ~—£
n—+ow 1
- L
10

R < 1, donc la série converge.
. < i
Soit S =
g‘ 10/
1 2 3 4 n-1_ n
+...+ +

=t +
10 10> 103 10* 101 107
1 1 2 3 4 n-1 n
— S =ttt 4.+ + +
10 102103 10*  10° 10m 10!
S—LS=L+L+L+L+...+L+...
10 10 102 103 10¢ 10"
€1 série géométrique ol
9 g__10 .
10 l—i a=—cetr=—
91
10 9
don § = 10
81
b) Critere de d’ Alembert
n+1
R = lim %" — lim (n+ Dk
n—+w l n—o+o  pkntl
kn
-
= lim —*£
n—+0 k
_1
k

Puisque k > 1, R < 1, donc la série converge.

+00 .

1

Soit S=>) —
i:Ikl
ol 2,3 4 o n-l.n
ko k2 k3 k4T fnmt kn
1 1 2 3 4 n—1 n
—S=—+—+—+_+..+ + +
k k2 k3 k4 k3 kn kn+l
S—lS=l+L+i+L+...+L+...
k k k* Kkt k"
—1 1 série géométrique ol
- [
k 11 la=—etr=—
k k k
k—lS= 1
k k—1
dou § = k
(k—1)
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9. a) Critere de d’ Alembert

(n+1)!
n+l n
R= lim (n+1) - 1im (n+Dn
n—>+0 L‘ n—+e (n + 1)ntl
nn

nn

= lim
e (n + 1)

. 1
e (n + l)
n
1

lim (1 + l)
n—+o n

1

e
R < 1, d’ou la série converge.

b) Critere de comparaison

Pui >
WA Y e T 41

(critére des polyn@mes, d=1-0=121)
alors z

c) Critere de d’ Alembert

diverge.

4+lnn

,pourn=1 (carlnn<n)

[2(n + D!
ke g LD @0+ 2)2n + Dl
A i
n:

— lim 2n+2)2n +1)
n—+e (n+1)?
=4
R>1, d’ou la série diverge.

d) Critere de d’ Alembert
2(n +1)]
w2
R=lim =
(n?)!
lim 2n + 2)2n + 1)(n?)!
ne [(n+1)2]!

2n +2)(2n + 1)(n?)!

= m+102[(n+ 12 = 1][(n+1)2 = 2] ... [n2 + 1] (n2)!

lim 2n+2)2n+1)
e (n+ D2 [(n+ 12 = 1] .. [n2 +1]
=0

R < 1, d’ou la série converge.

© 2009 Chenelitre Education inc.
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e) Critere de comparaison

Puisque — - lnk \k ,pourk22  (carlnk<~/k)

+00

et quez 2 z PE converge
k=2

= k

(sén'e de Riemann ou p = % > 1)
< Ink

alors 2 ——- converge.

k=2
f) Critere de Cauchy

n? n
Rzlim”(nj =1im[n)
e\ Ut + 1 e\t + 1

= lim -

n—>+oe n+1
(

_1

_e

R <1, d’ou la série converge.

~

Critere de I'intégrale
J'+°° Arctan/x _ M Arc tan f dx
oJx(x+) am ), Jrx 1)
(u = Arctan/x )

lim [(Arc tan \/;)2} |:\4

g

M —+o
= lim [(Arc tan M )2 — (Arc tan 1)2}
M —+0
2 2
(-
2 4
_3m
16
<« Arc tan/k
d’oll ) —————— converge.
Z; Sk +1) &
h) Critere de comparaison
3
k+=
k 4& ,pourk =1

Puisque —— <
. VES +Ink N &

(car (k + %) <4k et (k5+1Ink) > k5)
o 4k < |
etque ) —— =4 ) —- converge
E NIS Z{ 3
(série de Riemann ou p = % > 1)

o k+§

alors ___k
kz:f Nk +1Ink

converge.
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i) Critere de d’ Alembert
(n + 1)2(;1+])
| 2n+2
R fim L20EDI L
n—+0 n2n n—+ 2(n + 1)2n + n2"
2n)!

_ (n + 1)2n+1
n—+2 2(2n + 1)n2n

2n
iy D (n+1)
n—w2 22n+ 1)\ n

2
= tim 21 1im[(1+1”
nowe 4y + 2 )\ noee n

- @

e?

T4
R > 1, donc la série diverge.
j) Critere de d’ Alembert

(n + 1)n+l
PR (U011 N R Vil O
n—>+oo (}’l’n)2 n—+e [(n + l)n ‘] n"
n:

m (n+1r
n—w (n + Dnt

1 (n+1j"
= lim
n—+o p + 1 n

= (lim ! )(lim (1 +l) ]
n—o 41 )\ n—owe n
= 0(e)
=0
R < 1, donc la série converge.

k) Critere de comparaison

Puisque —7+ spourk>1 (car ¥k <2)

1
k’wc 2k

etqueZi =

1
= z —diverge  (série harmonique)
226Gk

donc 2 W diverge.

I) Sommes partielles

+o0

1 1 1. 1 1 1 1
27](: A+———t ===+ —=——+
o1+ (-DF2k 55 9 9 13 13
Déterminons une expression pour S,
1 . .

-1+ ——— sinestpair
S = 2n+1

-1 si n est impair

Lorsque n est pair, lim S, = lim (-1 + ! ) = -1,
2n+1

n—+w n—+wo

lorsque n est impair, hm S, = lim(-1) =

n—+e

Ainsi § = lim §, = -1, donc la série converge.

n—+o

10. a)

b)

PROBLEMES DE SYNTHESE

i 1—(1)k+1 203 2x5 247
=2x+—+—+—+
32 52 72

i x(Zk D
o (2k—1)?

Critere généralisé de d’ Alembert, pour x # 0

2 x(2n+l)
- |@nr1e . Qn-12
R= tim |[ZLED7 ) o gy (02
e 2xenh | T I
Qn -1y

—1)2
- |ear fim &n=D2 4
n—+% (2n —+ ])2
Lorsque R < 1, ¢’est-d-dire x> < 1, donc -1 <x < 1,
la série converge.
Lorsque R > 1, ¢’est-a-dire x> > 1, donc x < -1 ou x > 1,
la série diverge.

Lorsque R =1, ¢’est-a-dire x> = 1, nous obtenons

=1, est une série convergente
2 (2k —1)2

(critere du polyndme, ou d=2>1);
v __ 2
= 2k -1)?
(méme raison);

d’ou I’intervalle de convergence est [-1, 1] et r=1.

six=-1, est une série convergente

Critere généralisé de Cauchy
(ax = b)" ‘ _ Jax—b]

c c

R = lim 7

n—s+o0

Lorsque R < 1, ¢’est-a-dire |ax = b| <1,

b-c b+c ¢

donc <x< , la série converge.

a a
<o — +
Lorsque R > 1, c’est-a-dire x < b-c ou x > b C,
P a a
la série diverge.
Lorsque R = 1, nous obtenons :
b—c
six =
k
2(“’“ b) z(c) =1-1+1+...,
k=0 i ¢
série divergente ;
. b+c
si x = ,
a
Z b} -k
ZM P ES S T
it i=o ¢t

série divergente ;

d’ou I’intervalle de convergence est }b —¢ , b+ c[

b+c b-c
etr=5 carr=—4 4
a 2
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I'l. Critere généralisé de d’ Alembert. #0
fiere gencrahise de erbert, pour x b) Critere généralisé de d’ Alembert, pour x # %

(}’l + 1)n+1xn+l

n 1
| e
@ R= tim [—CEDE o |y fim ["”) e D2Gx— 7 e
n—ys nhx" n—swe\n R = lim = lim
— nie 1 [3x = 7| e (n + 1)2

n! —

n2(3x —7)n

= |x|e 1
Lorsque R < 1, ¢’est-a-dire |x|e < 1, - |3x — 7|

Lorsque R < 1, c’est-a-dire L < 1,donc x<2
\3x - 7\

oux > 5, la série converge.

1 L.
donc |x| < =, la série converge;
e
lorsque R > 1, c’est-a-dire |x|e > 1,

donc ‘x‘ > l la série diverge; o 8
e Lorsque R =1, c’est-a-direx=2 oux = 5,

1
SN -1
d’ou le rayon de convergence r = —. nous obtenons :

e
| xn+l . < (D ‘s
% " six =2, z % qui est une série convergente ;
n
b) R = tim |—2E D |y gim =
n—>+oo n!xn n—+o\ 1+ 1 8 +00 1
nn six = 3’ zﬁ qui est une série convergente ;
= |x| tim —1— N 8
n—>o0 (n 4 1)" d’ou la série converge si x € -, 2]u[§, +00,
n c) Critere généralisé de d’ Alembert, pour x # 0
_ bl |
e | yn+l 1 1
Iy R = tim LD Loy Lo
Lorsque R < 1, ¢’est-a-dire *— < 1, donc |x| < e, n—e |x| > n+1
e n!xn

la série converge ;

N B R<1, , d’ou la séri

lorsque R > 1, ¢’est-a-dire Ixl > 1, donc |x| > e, ) pour tout x #0, "ot la série converge
e e si x € R\{0}.

la série diverge;

d’ol le rayon de convergence r = e. d) Critere de Cauchy, pour x # 0

. n" 1 ..
12. a) Critére généralisé de d’ Alembert, pour x # 0 R= ,,11,120 ol T ‘7,}5&," =t
1 R > 1,V x € R, donc la série diverge V x € R,
R= lim (n+ Dxn*! _ 1 lim " — 1 d’ou il n’y a aucune valeur de x ou la série converge.
n—>+0 1 |x|n—)+oon+1 |)C| - Mo
nx 13. a) L Sdx= lim [T dx
Lorsque R < 1, c’est-a-dire ‘1—‘ < l,doncx<-loux>1, qoM
X _ T
la série converge. | Mh_r)nm 2x4 |y
Lorsque R > 1, c’est-a-dire — > 1,donc -1 <x <1, . -1 1
o \x\ = lim + =
la série diverge. M=+ | 2M 2
Lorsque R = 1, c’est-a-dire 1 =1, _ 1
- ] 2
. 1 1 1 1 +o0
six =-l, T:'“_*_*-F*'”’ d’oﬁlasériezlconver e
o kx 2 3 4 L5 ge.
série convergente ; - W
= 111 I xe* dx = lim xe™~* dx
six=13) —=1l+—+—+—+..., ! Mol
= kxk 2 3 4 .M
. -e™
série divergente ; - ,JTL{ 2 | }
d’ou la série converge si x € -oo, -1JU]1, +co. 1 1
= lim [ 5 —:|
M-+ | 2eM 2e
1
2e

d’ou la série Z ke’® converge.
k=1

© 2009 Chenelitre Education inc.



Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

b) A T’aide du corollaire du critére de I’intégrale,

c)

nous avons :
+00
‘o 2
pour la série 2 —,
k5
k=1

2

4=y

2
c=a1+.[ —
x5

d’oﬁ2£2%£25
k=1k

dx=2+l=2,5
2

pour la sérieZke”‘z,
k=1
b=a =le! = 1
e
c=a1+j vevdi=ty Ll o3
e 2 2e

§

c’est-d-dire 0,3678... < Y ke

k=1

* < 0,5518...

> Sum(2/k”5,k=1.infinity)=evalf(sum(2/k"5,k=1 .infinity));

o

2(2i) = 2.073855510
k3
k=1

> Sum(k*exp(-k*2),k=1..infinity)=evalf(sum(k*exp(-k"2),
k=1I..infinity));

Y ket = 0.4048813986

k=1

14. Critere de I’intégrale

1% cas:sip=1

Jxlnxd —J du (u=1Inx)
= Inful+ C
= In|lnx|+ C

[ dx = lim

2 xlnx M-+ J2 xlnx

Jim (in[in x| ‘f

lim (In|In M |- In[In2|
M —+x

= +0

Zecas:sip;tl

]

= J—du (u =1Inx)
_ u—p+l

-p+1

x(ln x)l’

I
(1= p)(In x)r-!

PROBLEMES DE SYNTHESE 193

J‘+°° 1 . M 1
dx = lim | dx
2 x(Inx)p M—+»J2 x(In x)P

M

. 1
= lim | ———
Mam[a—pxmxv4}2

= lim [ L - 1
M—+=| (1= p)InM)r~t (1= p)(In2)r-!

Cette limite égale +cosi p < 1et L sip>1,
(1= p)(In2)r-!
" +00 sip<1
= 1 .
donc L () dx sip>1

d’ou la série

. a) Soit f(x) =

(p— D(An2)r~!

converge si p > 1.
i k(In k)l’

en
utilisé si f est positive, continue et décroissante.

fest positive et continue, vérifions si f est décroissante.

(x) = 2xei @)L
f/(x) = 2xe® + x?2 (e )(10)

1(20 — x)
xeiw
10

f'(x)<0six>20

Donc fest décroissante si x € [20, +oo

Nous pouvons appliquer le critere de I’intégrale
pour ¢ = 20.

b) Calculonijze% dx.

=
u=x? dv = e dx

du = 2xdx v = -10eT

2670 dx = -10x2eT + 20_[ xe dx

E
u=x
du = dx

[ 22 dx = 10227 + 20( 10xeT + 1oje%dx)

,x
dv = edx

v = -106%

-10x2 200x 2000
== -T2
el e en
+00 x ) M ox
J x2edx = lim x2eT dx
20 M=+ 420

200x
=l

_(-10x2 2000\ |"
m X - X - X
M -+ e e e 20

. [(-101\42 200M 2000) 10 ooo}
= lim - — a7 — |t
M -+ e e e e?

© 2009 Chenelitre Education inc.

}
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_ 2 _ _ EPR = Jx
- lim IOQ/I + Tim ZOBM _0+ 10000 ind. =2 17. a) Soitx=4et f(x) = Vx
e et +oe dy = f'(x)dx
R 200M gy 22000, 10000 (ind. l’) dy = — gy
M—+» @10 M—+2  ol0 e? +00 24 x
RE im -2000 +0+ 10000 Lorsque x=4etdx=43—4=0,3, nous avons
M —+ e% e?
_ 10000 dy = (0,3) = 0,075
- 2J‘
- B Ainsi 4,3 = V4 +dy
9] PuisqueJ ,, converge, Z converge. =2+ 0,075
& e = 2,075
16. Appliquor}: d’abord le critére généralisé de Cauchy b)) f) = x f(4) =
élasériechx". N | N |
=0 f(x)—ﬁ f(4)—2*2
= 11m e, xn| = x\ hm 2le, F7(x) = 1; F7(4) = -l
4x 25
S t 1 C C ]R "’ 3 " 3
oi 1m«/ ouCe £ = = 4y = =
8x2 28
A1n31R:\x\C 15 15
i . f®(x) = = f@4) ==
Si C = 0,alors |x|0 < I,V x € R, ainsi r = +oo 16x7 211
Si C # 0,alors R < 1 pour |x|C < 1, et la série converge Jr=2+ (=4) (=42 30=4)° ISx-4
1 22 2921 2831 21141
pour |x| < —.
C ¢) Enremplacant x par 4,3, nous obtenons
Lorsque R > 1, c’est-a-dire |x|C > L et C # 0, alors N 0,3)  (0,3)2 N 3(0,3)°
o 1 T 2 220 283
la série diverge pour |x| > —.
C E< 15(0,3)* .
Donc, le rayon de convergence r est défini comme suit: avec £ = olig)
% siC#0 V4.3 = 2,073646...avec E < 2,5x10%
r =

v siC=0 18. Nous savons que pour tout x € IR,

Appliquons maintenant le critere généralisé de Cauchy . x2oxd xt
T ®e —1+x+2'+3‘+4‘+
ala série z cpxmk,
— L
= " " a) Vox = ”J.(; (e™)2 dx
R= lim ? cnx'"" ‘ ‘ lim {/|c, ‘ ‘ |
n—s+o0o n—+we — 2,00
Si C=0, alors R < 1 et la série converge, V x€ R, ﬂ-l.o e dx
ainsi ;= +o0. = nﬁ[l —2xt + 7(2’2“:)2 - (2§T)3 + ..}dx
Si C#0, alors R < 1 pour |x[" C < 1, et la série converge : :

(de @), en remplagant x par (-2x4))

m 1 . 1
our | x| < —, c’est-a-dire | x| < m/—. 12
P ‘ ‘ C ‘ ‘ C —7r.|' [1—24+—8x +...]dx

< .. 2! 3!
Lorsque R > 1, ¢’est-a-dire |x[" C > 1, alors la série
2

1 2x5 | 4x%  8xB3 >
[=. =m|lx- "4+ - ..
C 5 219 313 0

Donc le rayon de convergence r, de cette série est défini

0 Y LY e
comme suit: 2(7) 4(7) 78 (7j
1 2 2 S 2

. I,
diverge pour |x|" > o° est-a-

T ol
el siczo ST s T [YES T
n=\c

wo SiC=0 ~ 1.5328... 0, ot E < 0,000039...

d’ol le rayon de convergence demandé est %/r.
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1
b) Voy = 27[.[02 xe*' dx

1 42 43
=2n_|.zx 1_x4+(x7)_(xi)+m dx
0 2! 3!

(de @), en remplagant x par (—x“))

x10 xl4
- +...
2110  3'14 o

(1)2 (lf (1)10 (1)”
~op|N22 _N2) \2) | np<opa2)
2 6 2110 3114

= 0,76934...u3, o0 E < 0,0000045...

19. A=) 100(1+0,01)*

k=0

=S 00[ L)
_2100(1,01)

(car V=100eti = 0,01)

k=0

_ 100 série géométrique ol

L a=100etr=—]

, 1,01
=10100

d’ou A=10100%

20. a) f(n+1)=kf(n)+ f(n) = f(n)(k +1)
S = f0)k +1), d’ou f(I) =100(k + 1)
F@) = fDk+1)
=[100(k + D]k + 1), d’ott f(2) = 100(k + 1)2
FG3) = FQ)k+1)
= [100(k + 1)2](k + 1), d’ot f(3) = 100(k + 1)?
b) De facon générale, f(n) = 100(k + 1)»
¢) Soit S, (n), I'indice des salaires du pays A et Sz(n),
I’indice des salaires du pays B.
S, (n) = 100(1,05)" (car k = 0,05)
d’ott §,(6) = 100(1,05)° = 134,01
Sp(n) = 100(1,08)" (car k = 0,08)
d’out S;(6) = 100(1,08)° = 158,69

d) Pour le pays A, S,(n) =200
100(1,05)" = 200
n= n2 14,2 ans
In 1,05
Pour le pays B, Sp(n) =200
100(1,08)" = 200 23.
- In2 9 ans
In 1,08
e) Pour le pays A, soit a, = Sam)
By (n)
Ainsi a, = 100(1,05)" _ (1,05
100(1,04)" 1,04

dob ay =13 ay = 1,029...; g = 1,059...

21.
+...]dx

22.

PROBLEMES DE SYNTHESE

Pour le pays B, soit b, = Ss(n) _ (1’08)

Py(n) 1,09
doit by = 1; by = 0,972...; by = 0,946....

Les 5°, 7¢ et 12° termes d’une série arithmétique,
de premier terme a et de raison d, sont donnés
para;=a+4d,a,=a+6deta,=a+1ld.
Puisque ces termes sont des termes consécutifs
d’une série géométrique de raison r, nous

avons deux possibilités:

er . —
1 cas: a,=ra

a+ 6d=r(a+4d), ainsi a + 6d = ra + 4rd @
a,=ra,

a+11d=r(a+ 6d), ainsi a+ 11d = ra + 6rd ®@

En effectuant 2) — 1), 5d = 2rd

d’our = Bl

2

2°cas:a,=ra,

a+6d=r(a+11d), ainsi a +6d=ra+ 11rd ®
a,=ra,

a+4d=r(a+ 6d), ainsi a + 4d = ra + 6rd @

En effectuant @) — @), 2d = 5rd

dobr =2
5
a, +a, =60
a, + a;r = 60 Q)
s=-9_ —e4
1-r
a=641-r) @

En remplagant a, par 64(1 — r) dans @), nous obtenons

64(1—r)+ 64— r)r =60
64 — 64r + 64r — 64r2 = 60
64r2 —4 =0
8r—2)8r+2)=0
1

r=lon,=d
4 4
. 1 1
Si r = —, alors ¢ :64(1——):48
4 4
. -1 1
Si r = —, alors g =64(1+—)=80
4 4

a) Soit r # 0 la raison de la série géométrique et soit
k k

a=—,a,=—,ay=k,a, =kretas =kr?.
r? r

Nous avons

.k
S=a,+a5,alns1—2+kr2=S @

r

s=a,+a ainsik+kr—s @
=a, .\ = =

’ r
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Evaluons kS + 2k2. by 1 ¢
6
kS + 2k = k(iz + krzj +2k2 (de®D) s P
r
5 _
k2 g G - G
= — + k22 + 2k2 3
r? = P 1 P
6 P
k? 6
= — +2k2 + k22 3N
72 6
koY 2p
= (* + kr) 6 .
,
d ot kS + 2k = §2 de @) Probabilité que Pierre gagne
o En el 26 g 9 =(§)l+(§) 1+(§) (1)+
) En remplacant s par? et par?, nous obtenons 6)6 6) 6 \6) 6
: 5)(1 P
K[ 2T )+ 262 = (28] ainsi 18k2 + 97k - 676 = 0 (g) (*) sene geometnque ou
0 3 == 0 |(5\(1 5)
Donc k=4 ou k=-9,38... (arejeter) 1-— (é) (g) (gj etr = (6)
En substituant k = 4 dans @, nous obtenons 5 6
d’ou P, = —
4 + 4k = 26 ou b 11
r 3
- 2 3
Ainsi 6r2 —13r+6 =0,donc r = —ou r = = 25
3 2 .
3 16 2
L ==,a =—etl ==,4,=9
orsque r = 2. 4, 9 et lorsque r 3 a
24. Nous allons d’abord construire un diagramme en arbre
indiquant les probabilités de gagner de chacun a chaque
étape.
P signifie que Pierre gagne.
P signifie que Pierre ne gagne pas. 1
G signifie que Gilles gagne. /
G signifie que Gilles ne gagne pas. 1
3
1 p l/
a) g 9
1 G 2 2 2 2
>~ ° : a) A=1+4(1) +12(l) +36(i) +108(i) +
5 P . P 3 9 27
5 o 1 [/ \2 4 6 8
6 G 6 ¢ =1+4 (lj +3(l) +32(lj +33(1) + }
BN 1 p \3 3 3
B ORGEOEOES
= G =1+4|=| +|=| +|=]| +|=]| +-.
6 3 1\3 3 3 3
= F r 2
6 (1) série géométrique oll
Probabilité que Pierre gagne =144 3 ] (1)2 (lj
2 4 6 a=|— etr =
1_ =
ST (I} ) o=t
6 \6/)\6 6/ 6 \6J) 6 ‘1
é série géométrique ol =1+4 (gj
=3 1 5 5 5
Zla=—etr==> ==,d’o0 A ==m?
1_(2) 5 5 3,douA 3,m
6
» s 6 1 1 1
d’ou P = — b) L=|8| = |+24| - |+72| — |+
11 3 9 27
o(3)+2(5) (55 -]
3 9 27
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= 1,666632... m?
L, = [8(1) + 24(i) + 72(i) +.+8 39(i)]+
3 32 33 310

[1 1 1} 4
=8| -+ -+t |+
33 3] 3

= &,d’oﬁ L,=28m
3

26. a) > plot(x*cos(x),x=0..1 I *Pi/2);

A

S e vart
I

b) > with(plots):
> c:=plot(x*cos(x),x=0..| I *Pi/2):
> Al:=plot(x*cos(x),x=Pi/2..3*Pi/2,filled=true,color=
turquoise):
> display(c,Al);

AT
ERR:

A= IZ(O—xcosx)dx

3
= -(xsinx + cosx) |,
2

=2mu?

Vérification du calcul de A
Calcul de A]

PROBLEMES DE SYNTHESE

s N R
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y,BX*cos (X) X,,=1.57079622
\Y,= X, =4 71238899
\Y,= X, =-78539816. . .
\Y4= Ymin=-5
\Y = Yoa=0
\Y6= YSC1=1
\Y,= X, os=1
N AN J
e h
CALCULATE s A
1:value Yi=Xroos (X)
2:zero
3:minimum
4:maximum
5:intersect
6:dy/dx 0 Limit2
. owerLimity
\ff(x)dx ) U x=nr2 )
N ™
Y, =X*cos (X)
L yppertimit? st dx=-6.283185 )

d’ou A, = 27w u?

> A2:=plot(x*cos(x),x=3*Pi/2..5*Pi/2,filled=true,color=

turquoise):
> display(c,A2);

S
= (xsin x + cosx) [&
2

= 4 u?
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Vérification du calcul de A,

(alcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

Calcul de A,
N
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y,BX*cos (X) X,.,=4.71238897
\Y,= Xo=7-8539817. ..
\Y,= X,,=-78539816. ..
\Y4= Ymin=ﬂ
\Y5= Ymax=7
\Y = Yo=1
\Y7= Xres=
. y,
N
CALCULATE
1:value
2:zero
3:minimum
4:maximum
5:intersect
6:dy/dx
\ff(X)dx ) (I (x)dx=12.566371

dou A, = 4mu2

> A3:=plot(x*cos(x),x=5%Pi/2..7*Pi/2,filled=true,color=

turquoise):
> display(c,A3);

|(5)i

ey

A; = 6 u?

Vérification du calcul de A,

Calcul de A,

-
Plot1 Plot2 Plot3
\Y,BX*cos (X)

WINDOW

X,,,=7.8539815. . .
X,.,=10.995575. . .
X..,=.78539816. . .
Y o=

-12

:value
1zero
rminimum
rmaximum
rintersect
1dy/dx
-ff( x)dx

Oﬁlﬂhwl\)—\

/T (x)dx=-18.84956

dou A, = 67 v2

© 2009 Chenelitre Education inc.

<)

d)

27. a)

> A4:=plot(x*cos(x),x=7*Pi/2..9%Pi/2,filled=true,color=
turquoise):
> display(c,A4);

doa
HINAVAY

-15

A, =8mu?

Vérification du calcul de A,

Calcul de A,
e N M
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y,BX*cos (X) X, =10.995573. ..
\Y,= X =14.137167. ..
\Y,= X,,=-78539816. ..
\Y4= Y"ﬂ‘n:ﬂ
\Y, = Y,.=14
\Y5= Ysc'|=2
\Y7= XFES=1
. AN y,
s ™
a
1:value
2:zero
3:minimum
4:maximum
5:intersect
6:dy/dx
-J‘f( x)dx Jf(x)dx=25.132741 )

d’ott A, = 8 u?

A=A +A +A+...+ Ay
=2r+4n+ 6+ ...+ 501
=2n(1+2+3+...+25)

_ 271(25(;6)]

= 6507 u?

A =A+A+A+...+A,
=2n+4n+ 61 + ...+ 2nmw
=2n(1+2+3+...+n)

{2220)

n(n + D u?

Nous savons que, pour toutx € R,
x3oxt X X"
(Dex:1+x+—+—+—+—+...+—+...
20 31 41 5! n!

ainsi, en remplagant x par (-x), nous obtenons
2 x? X4 xS (_l)nxn
@er=l-x+ - X X, 2NN
21 31 41 5! n!



Calcul intégral, 4°

b)

c)

sinh x

-3

x2n+1
“2n+1)!

Cette série converge V xe R.

coshy = &€t
2
1 2x2  2x*
=2+
2 2! 4!
x2 x4

L
+
|
—+
|
+

Il
—~
N | =
S N
~ | =

+] @+

Cette série converge V x € R.

i=1i
i?=-1
B =% =-i
it =% =1

i5 = %2 = (-i)-1)

=42 =1(-1) =
i7 =052 =i(-1) =
3 =1i%2=1
=i

sinx = x — );—3‘ +

=i

B
-

x5 X7
51071

x?

9!

Ainsi, en remplagant x par (ix), nous obtenons

NG G N GO

e T TR TRy
. Bx3 Px i7xT 9%
=ix-— R
3! 5! 7! 9!
. x3 xS ix? i
T e S e
3150 71 9!
[ R A ) }
=jlx+—4+++-
31 50 70 9!
=isinhx (voir a))
x2 x*  x6 X8
cosx=1-"—+"——-"—+"——
2! 4! 6! 8!
Ainsi, en remplagant x par (ix), nous obtenons
)2 )4 )6 )8
cos (ix) = 1 — x)? () (@0 @0)F
2! 41 6! 8!
i2x2 itx* i%x6  i8x8
R YR T TR T
xz ox*t  x6 xS
=1+ —+ "+ =+ =
2! 41 6! 8!
= coshx  (voir a))

édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

28.

29.

PROBLEMES DE SYNTHESE

a) Nous savons que, pour toutx € IR,

x2 ox3 oxt x5 x6 xn
=l T T o

2! 31 4! 5! 6! n!

Ainsi, en remplacant x par (ix), nous obtenons

. . )2 (ix) ()t (xS (ix)® ix)"
e =g G 0 0P G0 o

2! 3! 4! 5! 6! n!

SR L5 TN £V I A5 n A P CH L5 1) inxn
=l+ix+—+—+—+—+—+... +...

2! 3! 4! 5! 6! n!

. x2ix3 ox*t xS «x®
=l+ix——-——+=—+
20 31 41 51 6!

@ =-1,3=-i,i*=1..)

x2 x*  xt
={l- =t

. x3 X
=cosx+ilx—"—+——..

e = cosx +isinx

b) e =cosm+isinm =-1+i(0)
d’oul e = -1

Supposons que f(x) possede deux développements :

X)=day + ax + ax? + ax3 + ..o+ a,x" + ...
0 1 2 3 n
et
x) = by +bx +byx?+bx3+...+bx"+...
0 1 2 3 n

Démontrons que ces développements sont identiques.

En posant x = 0 dans (1) et (2), nous obtenons
a, = f(0) et by = f(0), d’out ay = by.
Calculons la dérivée de chaque série de puissance :
f(x) = a; + 2a,x + 3a;x2 + ...+ na,x"' + ...
et

f/(x) = b + 2b,x +3b3x2 + ...+ nb,x" + ...
En posant x = 0 dans (3) et (@), nous obtenons
a, = f'(0) et b = f(0), d’out @, = b,.
Calculons la dérivée seconde de chaque série:
f7(x) = 2a, + 6asx + ...+ n(n — Da,x"2 + ...
et

f7(x) = 2by + 6b3x + ...+ n(n — Db,x"2 + ...
En posant x = 0 dans () et (§), nous obtenons
2a, = f”(0) et 2b, = f”(0), d’ou a, = b,.
De fagon analogue, a, = b, pourn=3,4, ...

donc les développements sont identiques,
d’ou le développement en série entiere est unique.

0]
®

®
@

®
®
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PROBLEMES DE SYNTHESE

30. a) Enumérons d’abord divers termes de la suite,

en les évaluant.
ag=1-Inl=1

@ =1 +%—1n2 = 0,8068....

a5 = 1+%+%—ln3= 0,7347...

a=1+++ly Ll 104206970,
27374

Démontrons que la suite {a } est
1) décroissante et
2) bornée inférieurement.

1) {a,} estdécroissante.

1,1 1
a,=1l+—+—-+...+——1Inn
2 n
anﬂ=1+l+l+...+l+L—ln(n+1)
2 n n+l
11 faut démontrer que
an>an+l
1,1 1,1 1
I+—+—-+..+——Ihn>1+—-+—-+...+—+
2 3 n
1
———In(n+1)
-lnn > —In(n+1)
n+
[In(n+1)—Inn| > !
n+1
n+l |
Or le membre de gauche est égal a '[ " dr.

Ainsi il faut démontrer que

n+1
J+1dt> !
not n+1

Or le membre de gauche correspond a I’ aire comprise

entre la courbe 1 et ’axe des x sur [n, n+ 1], etle
1

membre de droite correspond a I’aire du rectangle

1 . PO

de hauteur 1 sur [n, n+ 1], qui est inférieure
n

a Iaire précédente, donc a, > a,,;, d’ol {a,} est

décroissante.

© 2009 Chenelitre Education inc.
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2) {a,} est bornée inférieurement.
1 1 1
a,=1l+—+—+...+——1Inn
2 n

=(1+l+l+...+i)— nldt
2 3 n 1t

Or (1 + % + é +...+ l) correspond a la somme
n

. . . n |
des aires des rectangles circonscrits et J.l —dt
t

correspond a I’aire entre la courbe 1 et ’axe des x
t
1,1 1 n ]
sur [I,n],donc |1+ —+—+...+—|>| —dt,
2 3 n 1t
d’ot {a,} est bornée inférieurement.
Par le théoréme 6.5, la suite {a } est convergente.

b) an:=Sum(1/k,k=1..n)-In(n)=evalf(limit(sum(I/k,k=1I..n)
-In(n),n=infinity));

an: = [Z }(] —In(n) = 0,5772156649

k=1



