Chapitre 1

a)

b)

c)

Solutionnaire
Exercices récapitulatifs

(page 51)
(2xty7 —523y4) = (5
8x3y% + 2x4 %y%y' _ (15)62})4 + 5x34y3y/) =0
y (7x4y% - 20x3y3) = 15x2y4 — ngy%
7x4y% — 20x3y?
x3y% (7x _ ZOy%)
dy _ y(15\/y - 8x)

doll — = —F—"""—F—%

dx  x(7x-20/y)

d d
“ 00?) = =
decos((p) deco

. d d

-sin (002) - (00?) = <
sm(<p)d9(<p) 0%

. d d d
-sin (092 2 =0 +0-Z g2 | = L
s (p)[(p do dO(P] de(p
. d@} do
-sin (092)| @2(1) + 629 <2 | = 22
Sm(¢>)[¢() ? 0 1= 20

de
d6

Z—(g + 260¢sin (0@2)2—(5 = -’ sin(60¢?)

-2 sin (B¢p?) — 20¢ sin (0@2)2—(5 =

Z—‘g [1+20¢sin (09?)] = -¢2 sin (0¢p2)

_0?si 2
PO dp _ _-¢*sin(09?)

dg 1+ 20¢sin(0¢?)

Déterminons d’abord ay .
dx

(sin (x2 + yz)), =2y +5x)
(cos(x2 + yz)) Q2x+2yy)=2y"+5
2xcos(x2+ y2)+2yy cos(x2 + y2) =2y' +5
2yy"cos(x? + y2) —2y" = 5—2xcos(x? + y?)
v (2y cos (x2 + y2) — 2) =5-2xcos(x2+ y?)

dy _ 5—2xcos(x* + y?)

donc =
dx  2ycos(x?+y?)—-2
Ainsi & -5-0
dx (0, 0) 0 - 2
don B =3
dx 1o, 0 2

d) Déterminons d’abord y’.
(e —e™) = (Bxy?)
e’y +e* =3y2 + 6xyy’
evy’ — 6xyy’ = 3y2 — e
y(e” = 6xy) =3y2 — e
,  3y2— e
T e — 6xy
Calculons y”.
g = Lo+ e)er = 6xy) = By? — e)(ery” — by = 61)")

(e7 —6xy)?
En calculant y’|, , . nous obtenons y’|, , = -1
Ainsi 7| o, = O+Hd-0-CDED _
(0, (1)?

s N » _
d’ouy ‘(04,0) =0

e) Calculons d’abord y'.
(e2*Iny + sin3x (cos y))" = (1)’
2xy’
2¢% Iny + €Y 1 3c0s3x cos y —sin3x(cos y)y’ =0
y
eZXy’
y

+ sin3x cos yy’ = -2¢2*Iny — 3cos3xcos y

2x
y I:L + sin 3x cos y} = -2¢2*Iny —3cos3xcosy
Y
, _-2e?*Iny—3cos3xcosy
- e .
— +sin3xcos y

y
y" _ -2-3cose
(0,e)
1o
e
d’ou dy = -2¢ —3ecose

X 10,e)

f) Déterminons d’abord ﬂ
dx
(= 2xy)" = (6x - 23)’
2yy' =2y —2xy' =6
Y2y —2x)=6+2y
,  6+2y 3+y
) 2y—2x y—x
Déterminons y lorsque x = 3. De 1’équation initiale,
nous avons, en remplagant x par 3,
y2 -6y =18-23
y2—-6y+5=0
=30 -D=0
doncy=5ouy=1
2
Déterminons d?y .
dx?
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2 EXERCICES RECAPITULATIFS

' -y-x) =@y
yly/+ yyl!_ y/_ yl_w/l — O
Yi(y—x) =2y =y
, 2 ’ — r..7
g VY

y—x
Calculons y’ ‘(3_1).
, 341
Yen =732
Calculons y'\a 5
, 345
Vs =5-3=%
2 2Y) — (2)(-
d’oﬁﬂ _2(2) (2)(2):4
dx2 @3.1) 1-3
2 —
ot d?y _ 24 -3 _ 4
dx2 3.5) 5—3

2. a) (x2+y2—6x-8y) =(0)
2x+2yy'-6-8y' =0
y(2y-8)=6-2x

, _3-x
"
La tangente est horizontale lorsque y" = 0.
Donc3—-x=0
x=3

En remplacant x par 3, nous obtenons
32+y2-63)-8y=0
y2-=8y-9=0
y=-90y+DH=0
Ainsiy=9ouy=-1
d’ou les points A(3, -1) et B(3, 9).
La tangente est verticale lorsque y" n’est pas définie.
Doncy—-4=0
y=4
En remplacant y par 4, nous obtenons
x2+42-6x-84)=0
x2—-6x-16=0
(x=8x+2)=0
Ainsix=8oux=-2
d’ou les points C(-2, 4) et D(8, 4)

b) > with(plots):
> c:=implicitplot(xA2+y/2-6*x-8%y=0,x=-2..8,y=-1..9,
color=orange):
> yl2:=plot([-1,9],x=0.5..5.5,color=blue):
> x|:=plot([-2,y,y=1.5..6.5],color=green):
> x2:=plot([8,y,y=1.5..6.5],color=green):
> display(c,y 12,x1,x2,scaling=constrained,view=[-2..8,-1..9]);
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3. Il faut vérifier que le produit des pentes des tangentes
respectives au point (1, 2) est égal a -1.

(v —2x2) = (14) ) = (i + 21nx)

’

4y —4x =0 E ;
v =X D2y =
3 ' X
n : -y3
m1=y1'\(1’2)=2 E y2=7

— —_
m, =Y, a1,2) 2

. -1
Puisque m, (m,) = 2(—) = -1, les courbes sont orthogonales
au point (1, 2).

4. a) Y = (sin x2)cos3x
Iny = In(sin x2)cos3x
Iny = cos3xInsin x2
(Iny)" = (cos3xInsinx2)’

1d = -3sin3xInsin x2 + cos 3x — 2x cos x?
y dx sin x?
% = y(-3sin3x Insin x2 + 2x cos 3x cot x?)
X
B _ (sin x2)cos3x (3 sin 3x In sin x2 + 2x cos 3x cot x2)
b) _ 10+* cos 3x
\/; sin4 x3
Iny = In 10+* cos 3x
\/;(sin x3)4
=1In10** + Incos3x — Inx* — In (sin x5)4
(Iny) = [xz In10 + Incos3 x — %lnx — 4ln(sinx5)}
; 5
Ldy _pyipg-3sindr L, (cosx)
y dx cos3x  2x (sin x%)
P 1Oréik[bclnlo —3tan3x — 1 20x* cotx5}
dx  Jxsin* x5 2x
C) l—x = yY

In(I1-x) =Inyy
(In(1-x) = (ylny)

_1 7 l ’
=y'lny+y—y
1-x y
-1 ,
=y (ny+1)
1—x
dy -1

dxr (- xl+1ny)

d) y = (Inx)h+
Iny = In((nx)nx) ,
(ny) = (InxIn(In x))

ldy _ lln(ln)c) + lnxLl
ydx x Inx x
b _ (In x)'n~ [L LLEV l}
dx X X
Inx
A O ()]
dx X
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_ (1 — x4)ex 5
= ((5x2—2x+l)j
Iny =In (%)g
5x2 =2x+1)
Iny= lln(i(1 —xhet j
5 (5x2=2x+1)

Iny= é(ln(l—x4)+ In(e*) — In(5x2 — 2x + 1))

Iny= 1(1n(l—x“)+)c—ln(5x2 —2x+1))

5

(ny) = {%(m(l — x4+ x—In(5x2 - 2x + 1))}

- 3 —
iﬂ_l( Axd o 10x-2 )
1

y dx 1—x* 5x2 -2x+1

dy _ 10x -2 )

(-4x3
y +1-
dx 1— x4 5x2—-2x+1

dy 10x -2

5
1
5
L[ d=xher (-4;& B
de S5\ (5x2—-2x+1)\1—x* S5x2—-2x+1

x=1
1-
o =[5
X
x—1
Iny = ln(l_x)
X

Iny = (x—l)ln(l_x)
X
Iny =(x— 1)(ln(1— x)— lnx)

Iy =[x =Dt -x) ~Inx)]

ldy _ (1n(1—x)—1nx)+(x—1)(i—l)
y dx 1 X

dy _ (l—x) B ( -1 J
dx y[ln X *e=D (1-x)x
x—1

-5 (i)
dx X X X
5. Calculons d’abord f(x).

f(x) = 32x)
In f(x) = In(3(2x)*)
In f(x) = In3 + In (2x)*
In f(x) = In3 + xIn(2x)
(ln f(x)), = (ln3 + xIn (2x)),
S =In(2x) + x(ij
fx) 2x
f/(x) = f)(1+1n(2x))

Ainsi f(x) = 32x)* (1 + In (2x))

a) Equation de la tangente D,:
2=LD 2 o
x-1
y—=32) =32)1+1In2)x - 1)
y—6=6(1+1n2)x —6(1+1n2)
d’ouD,: y=6(1+1In2)x —6In2

)
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b) Equation de la normale D,:

y—f _
x=1 @
-1
= 7(‘x
6(1+1n2)
-X 1
-6= +
6(1+In2) 6(1+In2)

-X + 37+ 36In2
6(1+1In2) 6(1+1n2)

y—6 -D

douD,:y=

c) > with(plots):
> fi=x->3%(2*x) x;
fi=x - 3(2x)*
>y [:=x->6*(1+In(2))*x-6*In(2);
yli=x = 6(1+1In(2))x - 61In(2)
> y2:=x->(-x/(6*(1+In(2))))+(37+36*In(2))/(6*(1+In(2)));
. X + 37 +36In(2)
6+6In(2) 6+ 6In(2)
> c:=plot(f(x),x=0..2,y=0..10,color=orange):
> Dl:=plot(yl(x),x=0.5..1.5,color=blue):
> D2:=plot(y2(x),x=0.2..1.8,color=green):
> display(c,D1,D2,scaling=constrained);

y2i=x >

6. a) [2,3]
b) [1,2], [2, 3], [3, 4], [4. 5]

.
!

p

/
[ e

AN

> 7
|

s s
1) fest non continue sur [a, b]
2) fest non dérivable sur la, b[
3) f(a) # f(b)

Aucune des hypotheses du théoreme de Rolle n’est vérifiée.

Il existe un ¢ € Ja, b[ tel que f'(c) = 0.
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8. a) f(x)=x3—-2x2—-5x+6 sur[l,3]

1) fest continue sur [1, 3], car f'est une fonction
polynomiale.

2) fl(x)=3x2-4x-5

fest dérivable sur ]1, 3[, car f” est définie sur ]1, 3[.

3) f)=13-201)2=5(1)+6=0 et
f3)=33-232-53)+6=0,
d’ou f(1) = f(3)

Ainsi, les trois hypotheses du théoreme de Rolle sont

vérifiées. Déterminons la valeur de c.

f/(x)=3x2—4x -5
Ainsi - f'(c) = 3¢* —4c -5
3¢2—4c—-5=0 (carf’(c) = 0)
_4+16+60 _ 4-+16+60

2

1

6 6
d’Ol\lCZﬂ (2:&€]1,3[j
3 3
b) g(x) =5+ |x - 3|sur[1,5]

-3 six2>3
‘x_3‘:{3—x six<3

o _[5+(x=3) six23
A1n51g(x)—{5+(3_x) six <3

(x) = 2+x six=23
X =18 -x six<3

,()_1 six >3
Y= siv<3

Ainsi, g est non dérivableenx=3et3 € ]1, 5[.

Donc, la deuxieme hypothese du théoreme de Rolle

n’est pas vérifiée.

C

~

-1
v(t) =13 +%3 sur [-3, ?}

1) v n’est pas définie pour 7 = 0. Ainsi v est continue

sur [—3, i} car0 ¢ |:-3, i}
3 3

3(t° - 1)

2) v(t) = 312 = 314 =
t4

v’ n’est pas définie pour ¢ = 0. Ainsi v est dérivable

sur }—3, i[ car 0 ¢ }-3, i[
3 3

=3P+ =7 L
D)= s =T

3
(3)-6) =57
5)
d’ou v(-3) = v(i)
3

Ainsi, les trois hypotheses du théoreme de Rolle
sont vérifiées.

Déterminons la valeur de c.
3 -1

c4

V(1) = M’ V(c)
t4

© 2009 Chenelitre Education inc.

d)

€)
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vie)=0

3(c®—1) _
== 0
3c3-1)(c+1)=0

q=1¢=-1

dol ¢ = -1 (cl =l¢ }331D

fy =41
X

Puisque f'est discontinue en x =0 et que 0 € [-1, 1],
la premiere hypothése du théoreme de Rolle n’est
pas vérifiée.

f(x) = xttl sur [%, 2:|

x2

sur [-1, 1]

1) fn’est pas définie pour x = 0. Ainsi f est continue sur

[l, z} car 0 ¢ [l, 2}
2 2

s Axd = 2x(x*+1)  2x* -2
D fn = BN = 2

S n’est pas définie pour x = 0. Ainsi

f est dérivable sur :l%, 2[ car 0 ejl%, 2[.

14
z) +1 17 16+1 17
3 i=(72) = et 2) = = —,
) f(3) (%)2 2 e ) 4
d’ou f(%) =f(2)
Ainsi, les trois hypotheses du théoréeme de Rolle sont
vérifiées. Déterminons la valeur de c.

L 2yt —2
Fix) ===
=
L 2t —2
file)===
C
4
2¢M =2 _ ) (carf'(c) = 0)
C3
2t =2 =0

20c-Dc+D(+1)=0

Cl=1,62=-1

douc=1 (62 =-l¢ [%, 2D

h(1) = ~1 = 1et i(9) = ~9 = 3, ainsi h(1) # h(9)
et la troisieme hypothese du théoreme de Rolle
n’est pas vérifiée.

f(x) = x +3 sur[-4, -2]

1) fest continue sur [-4, -2].
1

2) f(x) = —F—=
= e

[’ n’est pas définie en x =-3, ol -3 € ]-4,-2[
Ainsi f est non dérivable en x = -3.

Donc, la deuxieme hypothese du théoreme de Rolle

n’est pas vérifiée.

g(0) = tan @ sur [0, 7]

Puisque g est discontinue en % et que % e [0, m,

la premiere hypothese du théoreme de Rolle

n’est pas vérifiée.



Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

i)

b)

c)

x(t) = t* = 3t2 + 1 sur[-3, 3]
1) x est continue sur [-3, 3], car x est une fonction
polynomiale.
2) x'(t) = 413 — 6¢
x est dérivable sur ]-3, 3[, car x” est définie sur ]-3, 3[
3) x(-3) = (-3)* =3(-3)2+1=155
x(3)=B)*-33)2+1=55
x(1) = x(3)
Ainsi, les trois hypotheses du théoreme de Rolle
sont vérifiées.

Déterminons la valeur de c.
x’(t) = 413 + 6¢, ainsi x’(c) = 4¢3 — 6¢

x'(c)=0
4¢3 —6c=0
2¢(2¢2-3)=0

3 3
c1=0,62=lgetc3=-}5

/3 /3

d’oic, =0,¢, =, [= etcy =-,.[—
C (%) 2 3 )

f(x) = x3sur[-2, 1]

1) fest continue sur [-2, 1], car fest une fonction
polynomiale.

2) f'(x) = 3x2
fest dérivable sur ]-2, 1[, car f* est définie sur
1-2, 1.

Les hypotheses du théoreme de Lagrange sont
vérifiées, donc 3 ¢ € ]-2, [ tel que

SO=-f2) _ ., .
S = O
Déterminons la valeur de c.
3 _(0)3
-2 = 3¢?
3
1=c?

Ainsi ¢, =-letc,=1

douc=-1 (c,=1¢1-2,1])

fx) = (x = DI sur[-2,2]

1) fest continue sur [-2, 2], aucune discontinuité.

2
2) f(x) = —————
V0= T
festnon dérivableenx=1et 1 €]-2, 2[.
Donc, la deuxieme hypothese du théoreme
de Lagrange n’est pas vérifiée.

fx) =¥x —1sur [0, 8]

1) fest continue sur [0, 8], aucune discontinuité.
1
2) f(x) = —
10 =505
fest dérivable sur ]0, 8], car f” est définie sur ]0, 8[.
Les hypotheses du théoreme de Lagrange sont vérifiées,
donc 3 ¢ € 10, 8[ tel que
S®=f0) _
FAC/ERNAC
ey = ©

d)

€)

EXERCICES RECAPITULATIFS

Déterminons la valeur de c.

(B-1D-n_ 1

8§-0 33/c?
1
4 33
ez = i
3
Ainsi, ¢; = 2 et ¢ = 8\;3
douc = —8;3 ( = —'gf e]0,8[j

f(x) = Arctan x sur [-1, 1]
1) fest continue sur [-1, 1], aucune discontinuité.

1
1+ x2

2) f'(x) =

fest dérivable sur ]-1, 1[, car f est définie sur ]-1, 1[.
Les hypotheses du théoreme de Lagrange sont vérifiées,
donc dce ]-1, 1] tel que

S =fCD
TG

Déterminons la valeur de c.
Arctan]l — Arctan(-1) 1

2 1+ ¢?

i-3)

4 \4)_ 1
2 1+ ¢
1+c2=i

b4
cz—i—l
T

dot ¢, =-\§i—1etc2 =\/i—1
\ T V4

f(x)=x +lsur [-1, 1]
X
1) fn’est pas définie en x = 0.

Ainsi fn’est pas continue sur [-1, 1], car 0 € [-1, 1].
Donc, la premiéere hypothese du théoreme de Lagrange
n’est pas vérifiée.

fx)=(4- \/;)% sur [0, 16]
1) fest continue sur [0, 16].

JR—
2 pr = DA
44x
fest dérivable sur 10, 16[, car f” est définie sur ]0, 16[.
Les hypotheses du théoreme de Lagrange sont vérifiées,
donc 3 ¢ €]0, 16] tel que

fae) - fO _
60
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2)

h)
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Déterminons la valeur de c.

3W4—-c _0-8

4 16
vd—~e _ 2
\/’; 3
4—Ve _4
c 9

16¢2 —369¢ + 1296 = 0
. 369 -53217

d’oli ¢
32
369 + /53217
(Cz =————¢10, 16[]

32

flx) = \cosx\ sur [0, 7]
Ccos x siOSxS%
flx) = .
-cosx Si —<x<7m
2
y f(x)z‘cosx‘
\//
A
2

1) fest continue sur [0, 7].
2) fn’est pas dérivable sur 10, [, car f’(l)
n’est pas définie. 2
Donc, la deuxieme hypothese du théoreme de Lagrange
n’est pas vérifiée.
f(x) =3,8x% = 38x3sur[-3, 3]
1) fest continue sur [-3, 3].
2) f'(x) = 19x* — 114x2

fest dérivable sur ]-3, 3[, car f” est définie sur |-3, 3[.
Les hypotheses du théoreme de Lagrange sont vérifiées,
donc dc¢ €]-3, 3[ tel que

-G _
A2

Déterminons la valeur de c.

[3,8(3)° = 38(3)°] — [3,8(-3)° — 38(-3)°]
6

19¢4 —114¢2 +34,2 =0

19(c* = 6¢2 +1,8) = 0

_6:\36-72 _; (o5

= —= + R

2
2 =3-0640,2 ou ¢? =3 +6+/0,2
¢ =%/3-6+40,2 ou ¢ = +/3+64/0,2

d’ou nous obtenons quatre valeurs de ¢ possibles.

=19c¢* — 114¢2
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10. a)

b

=

c)
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¢, = 3-60.2 =-0,56

¢, =4/3-6/0,2 = 0,56

03 = -/3+640,2 ~-2,38

¢y = J3+60.2 =~ 2,38

Soit f(x) = In(csc x + cot x) + In (csc x — cot x)

-cscxcotx —cscZx  -cscxcotx + csc? x

flx) =
cscx + cotx
_ -cscx (cot x + csc x) 4 csc x (csc x — cot x)

cscCx — cotx

csc x + cot x csc x — cot x
=-cscx+cscx =0
Puisque f’(x) = 0, V x ou fest définie, d’apres

le corollaire 1, f(x) = C.

Ainsi In (csc x + cot x) + In(csc x — cotx) = C

Enposantx=§,1n1+lnl=c

douC=0
Soit f(x) = (In x2)(In 2x) — (In x)? et g(x) = (In 2x)?
f(x) = %(ln 2x) + (In x2)l _ 2(nx)
x . .
_ 2(n2x)  2(Inx) _2(nx)
x X N
_ 20n20)
x
I _ 2002

g’'(x) =2(In2x):—
X X
Puisque f’(x) = g’(x), V x ou fet g sont définies,
d’apres le corollaire 2,
fx)=gx)+C
(Inx2)(In2x) — (Inx)? = (In2x)2 + C
En posant x =1,
(In1)(In2)—(In1)2 = (In2)2 +C
0=(In2)2+C
d’olt C = ~(In2)2

. 1—x2
Soit f(x) = Arc tan
1+ x2

) et g(x) = Arc tan (-x2)

F(x) = 1 -4x _ -4x
T2y +x2)2  (1+x2)2+(1—x2)?
1+ (1 + xz)
-2
T4t
, 1 -2x
SO TG 0 T e

Puisque f'(x) = g’(x), V x o f et g sont définies, d’apres
le corollaire 2, f(x) = g(x) + C.

2
Ainsi Arc tan G * j = Arc tan (-x2) + C

+ x2
En posant x =0,
nous obtenons Arc tan 1 = Arc tan 0 + C,

donc=2
4
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Il. a) Danslecasoux=0, sin20 =0 = 2(0)

Dans le cas ou x > 0, appliquons le théoreme de
Lagrange a f(x) = sin? x sur [0, x], ou x € ]0, +o0

1) fest continue sur [0, x].

2) fest dérivable sur ]0, x[, car f’(x) = 2sin x cos x
est définie V x €10, +oo.

Alors 3 ¢ €]0, x[ tel que f(x; : g(o) = ()

Ainsi
sin? x — sin2 0 .
—————— =2sinccosc
x—-0
sin? x

—— <2 (carsinccosc < 1,V ¢ €]0,+x)
X

sin2 x < 2x, V x €]0,+
d’ousinz x < 2x,V x €[0,+x
b) Danslecasoux=0, y1+2(0) =0+1
Dans le cas ou x > 0, appliquons le théoreme
de Lagrange a f(x) = v1+ 2x sur [0, x], ot x € ]0, +o0

1) fest continue sur [0, x].

2) fest dérivable sur ]0, x[, car f'(x) = ;
1+ 2x

est définie V x €]0, +oo.

Alors 3 ¢ € 10, x[ tel que w = f'(c)

0
Ainsi
V1+2x -1 _ 1
x=0 1+ 2¢

J1+2x -1 ( 1
— <1 car

X V14 2c¢
Vl+2x —1< x

V14+2x < x+1,V xe]0,+0
douV1+2x <x+1,Vxel0,+x

<LV ce]0,+00j

c) Appliquons le théoréme de Lagrange a f(x) = e
sur [0, x], ou x € ]0, +o0
1) fest continue sur [0, x].
2) fest dérivable sur ]0, x[, car f'(x) = ae™
est définie V x € ]0, +co.
Alors 3 ¢ € 10, x[ tel que f(x);())‘(()) = £(c)
x —

e —

Ainsi

= qeac

e —1

X

>a  (car(ew«)> 1,V c €0, +o)

e™ — 1> ax

d’ot e >ax+1,V x €0, +x

d) f(x)=0+x)"—1—-nxsur[0, x], ou x € ]0, +oo

€)

EXERCICES RECAPITULATIFS

Les hypotheses du théoreme de Lagrange étant vérifiées,
Jc € 10, x[ tel que

I+x)r—1-nx-0
x—0

I+ x)» —1-nx
X

d’ou (1+ x)" >(1+ nx),V x €]0,+%

=n(l+c)=!'—n

>0 (car (1 +c¢)"'>1),

Dans le cas ot x =0, —

—Ol=1n(0+1)=o

Dans le cas ou x >0

-X

D’une part, 1 <Oetln(l1+x)>0

X+

donc % 11+ x)
x+1

D’autre part, appliquons le théoreme de Lagrange a
f(x) =1n 1+ x) sur]O, x[
Les hypotheses du théoreme de Lagrange étant vérifiées,

Jc €10, x[ tel que
S(x) - f©0)

0 = f(0)
In(I+x)—In(l) 1
X l+c¢
M<l (cari<1,Vce]O,+00)
X 1+c¢

donc In(1+x)<x

< -X
d’ou

SIn(l+x)<x,Vxel0,+x
x+1

12. a) i) 1) fet g sont continues sur [0, 1] (fonctions

polynomiales)
2) fet g sont dérivables sur ]0, 1[ (fonctions
polynomiales)
3) f(0)=0et f(1) =0, donc f(0)= f(1)
g(0) =0 et g(1) =0, donc g(0) = g(1)
d’ou fet g satisfont les hypotheses du théoreme
de Rolle.
i) f/(x) =3x2(x - D2 +2x3(x = 1)
= x2(x - D[3(x - 1) + 2x]
g'(x) =4x3(x -1 +2x*(x - 1)
x3(x =D [4(x = 1) + 2x]
dc, €10, 1[ tel que

fep)=0
e, = D[3c, — D +2¢,]=0
d’oti¢; = %
dc, €10, 1] tel que

g'(c,)=0
ci(cg = D[4c, = 1) +2¢,]=0

4 2

dou ¢, = 5 3
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3
¢ = 3 alors 3ce | X, 2 el que
iii) = % == 42
1= S 2 x .
> ! (Ej R (z) _S©
“ __3__, g(zj _ g(z) §(©)
l—¢c, _ 2 2 4
3 sin 7 — sin =
2 _ 2cos2c
b) i) 1) hestcontinue sur [0, 1] (fonction polynomiale) . T 2sin2c
COSTT — COS —
2) hest dérivable sur 0, 1[ (fonction polynomiale) 0-1
3) h(0) = 0 et i(1) = 0, donc h(0) = h(1) q_o - 2¢
ainsi A satisfait les hypotheses du théoréme cot2c = -1
de Rolle. 3n
Déterminons la valeur de 2= 4
¢, €10,1[ tel que A'(c,) =0 donc= %
8

h(x) = mxm1(x — 1) + nxm(x — 1)n-!
= xm I (x =) m(x = 1) + nx]
h(c,) =
ey = Dt me, = D + ne, ] = 0

b) Vérifions si les hypotheses du théoréeme de Cauchy
sont satisfaites.
1) fet g sont continues sur [0, 1].
2) f'(x) = 6xe’ et g'(x) = 4xe??

d’ou ¢, = sont définies sur 10, 1[

m+n d’ou fet g sont dérivables sur ]0, 1[.
3) ¢'(x) = 4xe2?
i) S __m+n i i i gx)=0six=0¢]0,1[
U P 0 % ainsi g’(x) # 0,V x €10, 1
+
B mm " alors 3¢ €]0, 1[ tel que
IR h _m
don T =, £ - £O) _ £1©
s()-3(0) ~ g'(c)
iii) k(x) = x7(x = 1)° (3 -1)- 0 6cedc?
En utilisant le résultat obtenu eni) avecm="7etn=>5, @+ 1) = dcel
nous obtenons ¢, = ——
7+5 - 1 é e
7 2
d'oli¢c, = —
ol ¢, B (e* )
2
13. a) Vérifions si les hypotheses du théoreme de Cauchy ¢
sont satisfaites. = In (2 ( el - ))
. T 3le? -
1) fet g sont continues sur [Z , E}
dotic = 111(3(‘82 = 1)) = 0,83
2) fest dérivable sur }%, %[, car f’(x) = 2cos2x 3le? -1
T 14. Puisque les fonctions fet g satisfont les hypothéses du
est définie sur }Z E{ théoreme de Lagrange, nous pouvons déterminer ¢, et c,.

a) ¢ € 10, 8[ tel que

. T .
est dérivable sur |—, | , car g’(x) = -2sin2x .
¢ [ 3l eree F®) - £0)
5_0 = f'(c)
est définie sur }E,E{ 68 — 4
472 e =2¢
3) g,(x) i E)ZS.in.Z); o dotic, =4
g(x)=0si szj: B P b) J¢, € 10, 8[ tel que
g® -gO)
x=kZ olkeZ s o - 8@
2

513—1:3

ainsi g’(x) # 0, Vxe}l E[

v _fz(f

d’ou ¢

¢ 10, 8[]

© 2009 Chenelitre Education inc.



Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése EXERCICES RECAPITULATIFS

¢) Vérifions d’abord les hypotheses du théoreme de Cauchy. ) X )
1) fet g sont continues sur [0, 8]. InA = Xllgz{ tan (E) In (*) (ind. (+o0) - 0)
2) fet g sont dérivables sur ]0, 8[. X
3) ¢'(x)=32#0,V xe 10, 8. . 1“(;) (md g)
Donc 3 ¢ € 0, 8] tel que T ot (1) 0
f®) = f(0) _ 2¢ 2
g8 —g(0) 32 1
X\ 7@
Ainsi 2 = 684 RH . ;)
3¢ 513-1 = m oy
d’olic = 16 29 (7)
’ 1
I5. a) lim S0X =% (ind. 9) =z
x>0 x2 0 -l
. Sinx—XRH,. cosx—1 . 0 2
lim —— = lim ———— ind. — 2
) x2 x>0 2x 0 ==
RH . -sin x 4 ,
e S d’oll A = ex
=0 f) hmw (ind 9)
X —tanx 0 x—0 x — Arcsin x 0
b) lim ———— (ind )
x—0  xsinx 0 An 1— 1 0
. X— Arctan x rH ,. 1+ x2 ( )
lim = lim ind. —
_ _ sec? -
lim =~ .tanx RH im : 1 —sec? x (ind. 9) =0 x — Arcsinx x>0 1— 1
=0 xsinx x—0 8in X + X COS X [1— x2
RH . -2sec? x tarT X 2y
x>0 2Ccos X — xsin x RH . (1+x2)
-0 = lim ————
x—0 -X
c) ‘lirzlx(e" Arctane®)  (ind. +o0 - 0) a- XZ)%
. . Arctane* (. 0 o 20— x2)7
Xllglx(e-‘ Arctane~) = Xlg{le (md.a) - 11_13(1, (1 + x2)2
1 =2
—(-e™
RH i 1+ (e-x)Z ( ) 1 3x
- xi)r}-loc -e™ g) hH(l]( 1 ) (lnd OO)
X e;
= lim ; 1V 1V
xore |+ (e7)? Si A = lim (—lj ,alors In A = lim 1n( , j
-1 x=0\ e2x x—0 e2x
O G e +4x —7 ind +o0 lnA:lim3xln( ij (ind.O'(+oc))
) Xl}rflx 62)‘7-% 3x—1 nda. E x—=0 e2x
e3* +4x -7 ru 3e3% + 4 +00 - PB}) 3 (hll ~In (ei))
lim ———— = lim ———— ind. —
xore @2% 4 3x =1 xoiw 2e2¢ 43 +00 . -1
= lim3x| —Ine
RH .. 9e3x x—0 2x
- }L“}x 4e2x . -3x .0
= lim — ind. —
. 96)( x=0 2x 0
- xlirzlx 4 : -3
= lim —
= +o© x—=0 2
x tan% _ -3
e) lim (—) (ind. 1**) )
x>\ T 3
tan| %) lan(é) dou A =e2
SiA= lim (i) ,alors InA = lim In (1)
x>\ TT X—oT~ T
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h) lim xIn [ln (L)) (ind, 0- (+oo))
x—=0 x2

im e 1n( 1) - o) [2e2)

x—0 X x—0

='lim X
x—0 1
xZ
lim — 2
x—0 ( 1 )
In| —
)C2
=0

i) lim (w2secx —4x2tanx)  (ind. +o0 — )
(5]

. . 2 4x2si
lim (72secx —4x?tanx) = lim (L - m)

ind. —

(2 s{z) \coS X cos X
— lim 72 —4x2%sinx (
(5] cos X
RH L -8xsin x — 4x2 cos x
x(2) -sin x
_ -4rm
-1
=d4r
1 X
3+—
i) lim (3" * 1) = li x (ind. 1+%)
x—+w\ 3x — x>+ 1
X x
1
. 3x 3+ X
SiA= 1l ,alorsln A = lim In 1
x>+ \3x — X—>+00 3~
X
3+ L
InA = lim xln X (ind. +0 - (0))
x>+
3 R
X
1
ln(3 + )— ln(3 - 7)
= lim X X (md —)
X—+x l
X
S
2
G I SO
2 lim £
X+ -1
(xz)
. 1 1
= lim 1 + 1
ey -3
X X
_2
3
dott A = et

© 2009 Chenelitre Education inc.
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k) lim( - ) (ind. (£o0) — (£o0))
=0ler =1 e —1
2x _ x
lim( L _ 2 ) - fim &~ 2¢" *1 (ind. 9)
—=0\er =1 e —1 =0 (e = I)(e?* — 1) 0

RH ;. 2e2r — 2e*
= lim
x=0 e¥(e2 — 1) + 2e2¥(e* — 1)

)

RH ;. 2e%r — 2e* .0
= lim ———————— |ind. —
x=0 3¢3% — 2e2% — ¥ 0
RH . 4e2¥ — 2ex
= lim ——
x=0 9¢3% — 4e2¥ — ¥

) lim 2(tan7zx)=29 = 2 lim (tan 7rx)(-29)

"

x=(3)

(ind. (+0)0)

SiA = lim (tan 7rx)1-2%

1
x=(5

alorslnA = lim

()

InA = lim (I -2x)In(tan 7x)

1
x—>(+
2

In (tan 7rx)(1-2%)

(ind. O - (+0))

- lim In (tan 7x) ind. +o
MNTI— +00
To(1-2x)
T sec? mx
RH |on tan 7Tx
I — -
(1-2x)2
= lim _ml=20? (ind 9)
(1) 2(sin tx)(cos x) 0
"%(2)
RH . -4l —2x)
xo(L) 27 cos? wx — 27 sin? mx
=0

Ainsi A = ¢e" =1

d’ott lim 2(tan £x)(1-2%) = 2A =2

(3)

. X+ xsin2x
m) lim ——————
x—=0 x —sin2x

. X+ xs8in2x RrH,.
lim =

)

1+ sin2x + 2xcos2x

x—=0 x —sin2x

x=0 1-2cos2x
-1

)
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NI+ x +Al=-x =2 . 0
n) lim ind. —
x—0 xz 0
1
NI+ x +Nl-x —2RrH,. 2J1+x 21—«
lim = lim
x>0 x2 x>0 2x
(ind.g)
0
-1 _ 1
3 — )3
gnml4Ja+x) 41 - x)
x—0 2
_-l
4

0) lim x2 (4% - l)

X—>+0oo

lim x? (4% - l) =

(ind. (+0) - 0)

i
xX—+% X—+% 1
x2
L -
4 1n4( 12j
RH ,. X
= lim ———~~%
AT
X3
1
- lim x4" In4
xX—+00
= +o0
. sin x .. 0
p) lim ————— (md. 7)
0" | — cos~/x 0
lim sinx  RH lim cos X
x—=0* 1 — cos \/; x—=0t 1

li 1+
@ lim(

SiA= lim(1+

x—0*

alorsIn A = lim
x—0*

X — e

N sin/x
2x cos x ( O)

= — ind. —
x>0t §sin~/x 0

cos x .
- 2\/; sin x

RH ;. \/;

2(cos x — 2xsin x)

m
x—0* cos \/;

)ﬁ (ind. 1)

ex — e )%
2
1

m@+”‘“yx
2

16. 2) i) lim x*
x—0*

EXERCICES RECAPITULATIFS

1nA=1m1J;m(L+”‘f“) (ind. +o0 - 0)
2 2

x—0+ 2x
) (ind. 9)
0

m@+“‘”
2

r) lim (L - — ! ] (ind. +00 —oo)
=0\ x2  sin?x
mn2 — y2
thL— | j:nm““? o (mdg)
x—0\x2 sin?x x>0 x2sin? x 0
RH ;. 2sin x cos x — 2x . 0
= lim - - ind. —
x—0 2xsin? x + 2x2 sin x cos x 0
RH) 2c0s? x - 2sin? x -2 ( g)
=0 28in% x + 8xsinx cos x + 2x2 cos? x — 2x% sin? x
RH,. -8in (x) cos (x) .0
= lim — - - ind. -
=0 12in x cos x + 12x cos? x — 12xsin® x — 8x2sin (x) cos (x) 0

RH,. -8cos? x + 8sin? x

m
=0 24 cos? x — 24 sin? x — 64.x sin x cos x — 8x% cos? x + 8x? sin? x
_
3
(ind. 0%)
Si A= lim x* alors In A = lim In x*

x—0* x—0*

InA = lim xInx (ind. O - (-))

x—=0*

= lim Inx (ind. _ooj
=0t 1 +00

‘*\—x\

RH .
= lim
x—0t -1

x2
= lim (-x)

x—0*
=0

Ainsi A =¢e® =1,d’ol lim x* =1

x—0*

ii) lim x&*9 =0' =0
x—0*

i) lim (x*)* =10 = 1
x—0*

b) i) > with(plots):

> cl:=plot(x*x,x=0..1,color=orange):

> c2:=plot((x"x)"x,x=0..1,color=blue):
> c3:=plot(x*(x"x),x=0..1,color=green):
> display(cl,c2,c3,scaling=constrained);
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. 3x% +sin2x
17. a) lim =2 T20=X
x—+e x2 + cos3x

3x% +sin2x _

x—+o x2 + cos 3x

(

lim
Xk cos3x
x| 1+ —
X2

+00

2 (3 + sin 2x)
x2

. +00
1nd.)

X 34 sin 2x
IS R N . x2
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW = lim ————
\Y1=XI\X anzﬂ X+ 1+ cos3x
\Y,B(XAX) AX X = x2
\Y XA (XAX) X =2 .
\Y= Y.m:.=g car lim s1n22x =0
\Y,= Y, =1 =3 e
\Ye= Y,,=.2 . cos3x
- sc et lim —— =10
\Y,= | Xt ) rore X
( b) lim (e —e3%)  (ind. +o0 — )
X—-0
lim Be™ — e3*) = lim e*(3 — e?¥)
X—>-00 X—>-00
= (+0) - (-=0)
= -00
c) lim (x + e3¥)eser  (ind. 1*®)
0 0204 06 08 | x—0%
- - Si A= lim (x + e3¥)cscx
x>0+
- i 3x)cse
ii) > with(plots): alorsIn A = }E{,E In (x + e3x)esex
> cl:=plot(x*x,x=I..2,color=orange): T . 1% .
> c2:=plot((x*x)"x,x=1..2,color=blue): InA= Y11_>1101+ cscxln(x+e¥)  (ind. (+22)- 0)
> c3:=plot(x*(x"x),x=1..2,color=green): — lim In (x + &3¥) (ind 9]
> display(cl,c2,c3,view=[0..2,0..16]); x=0*  sinx 0
1+ 3e3
n R fi X e
141 x>0t COS X
121 =4
101 d’ou A = e*
8 d) lim (\/xz +ax — x) (ind. +00 — 0)
6 /,r X—>+®
. ) lim (V77 ax ) = tim (P rar )W sar 4
2 ) /// Xt Xt x? +ax +x
T . . +0oo
0 020406081 121416182 = lim ——2 (md. j
X x—>+oo a +00
x( 1+—+ 1)
IS N O 2 X
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y BXAX X_ =1 = lim ——%L—
\Y,B(XAX)AX X =2 S
+=+1
\Y,EXA(XAX) X= 2 VIS
\Y4= me‘n:1 _ a
\Y= Y, =18 =5
\Y = Y..=
\Y. = X = . 1 1 )
' e ) e) ygg[ezx oo | (nd () —(59)
~
ORAPH lim 1 — L = lim M ind 9
=0l 2 —1  2x x>0 2xe?* — 2x 0
B fi 27 2¢ (ind 9)
10 202% + 4xe?¥ — 2 "0
W Jim et
=0 4e2* + 4e?* — 8xe?*
U _ -l
2
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sin 5x cos3x

x—(%) cosSx sin3x

. sin 5x . cos 3x
= lim - lim
«>(5) sin3x | x(2)” cosSx

_ cos 3x .. 0
= 1)( L(g) cos Sx) (md. 0)

R:H(_l) lim -3 s%n 3x
x-(Z)” -5sin Sx
=Dl =
“(3)
_3
5
g) -1<cosx <1

-2<2cosx <2
S5+(-2)<5+2cosx <245
3<5+4+2cosx <7

3Inx < (5+2cosx)Inx < Tlnx

lim LB (ind. +j . lim 1 (ind +j
x—o+o X +00 VXt X +0o0
3 7
lim 31nXR:Hhmi : lim 7lnx B fim X
x>+ X | toxote X x—+oo |
=0 : =0
Nous avons
lim 3Inx < lim (5+2cosx)Inx <1 Tlnx
x—o+o X X—>+0% X x—o+o X
Il Il
0 0
ot lim 5+ 2cosx)Inx -0
X—+% X
By lim SR G012 (md_ 9]
x—=0 x3 0

lim

x>0 x3 x—=0 3x2

sin (sin x) — x RH . COS (sinx)cosx — 1 (ind. %J

RH -sin (sin x) cos? x — cos (sin x) sin x (ind. 9)
x=0 6x 0
R -C08 (Sin x) cos? x + 2sin (Sin x) cos x sin x — sin (sin x) cos x sin x — cos (Sin x) cos x
=0 6
-1
-3

i) lim (Inx —e¥)
X+

lim (Inx — e¥) = lim e"(l *_ 1)

X+ X+ ex

+00
(ind. j
+00

(ind. +o0 — )

. Inx
or lim
x—o+o eX

18. Puisque les hypotheses du théoreme de Lagrange sont

EXERCICES RECAPITULATIFS

1
lan_H1 X _
e’(

x—+w @

lim
x>+ X

X+ X+

d’ott lim (Inx — e*) = lim ex(h” -1)
e/\’

= =00

(forme +00(—1))

satisfaites, alors 3 ¢ € ]a, D[ tel que
fb) - f@) _
b—a

Trouvons cette valeur de c.

f(c),ouf'(c)=2Pc+Q

(Pb? + Qb+ S) — (Pa”? + Qa + §)

2Pc+Q = o
_ Pb>+ Qb - Pa*>—-Qa
- b—a
_ P> -a*>)+ 00 -a)
B b-a
_(-a)[Pb+a)+0]
- b—a
=Pb+a)+0

Donc 2Pc = P(b + a)

N a <L . .
d’olic = , ¢’est-a-dire la valeur située au milieu de [a, b].

3N2 +i/N + i3 =383

a) A GaN2 4 idN + ) = L (383)
di di
1 \dN
6N—+ N +i —+3i2 =
IV (2J_ j l
dN i
[ 6N + =-3i2 - /N
di ( 2\/ﬁ) PN
dN _ -3 - \/_
di
6N +
2J_
- 2 -
ddﬂ =30 75/— - 785 = 1422,
Ulos  6(9)+ 54+ 2
9) NG G
don W =~ -1,422, c’est-a-dire environ
dl 9,5)

-1422 maisons/% intérét.

Interprétation : lorsque le taux d’intérét i augmente,
le nombre de maisons vendues N diminue.

b) Calculons d’abord d—N

dt
daN. = d—Nﬂ (notation de Leibniz)
dt di dt

—~ —— (voira))
dt i dt
6N +
( NI )
aN. = (-1,422...)(-0,5)
dt |, s
car N g ad s s
di 9,5) dt
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d’ou aN =~ (0,711, c’est-a-dire environ

o, s)
711 maisons/année.

Interprétation : lorsque le taux d’intérét i diminue,
le nombre de maisons vendues N aumente.

¢) > with(plots):
> c:=implicitplot(3*NA2+i*NA(1/2)+i*3=383,
i=3..6.5,N=0..15):
> display(c,view=[0..7,0..12]);

121

10 N

. N
N 6 \

4

2

01 2 3 4 5 6 7
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Solutionnaire
Problemes de synthese

Chapitre 1 (pages3)

. a) x f(x)
0,001 2,995 509
10° 2,999 955
107 2,999 9996
10° 0
10»13 0
10-15 O

b) Non
¢ lim RU+30) (ind. 9)
x—0t X 0

fim AF3ORE 1430 g

x—0* X x—0* 1

d) A partir d’une certaine valeur, voisine de zéro, la
calculatrice (ou I’outil technologique) considere x =0
dans le calcul de In (1 + 3x). Ainsi le numérateur devient
In 1 =0, d’ou la réponse 0.

2. a) xsiny = 1In(x2 + 1)
Inxsiny = In(In (x2 + 1))
sinylnx = In (ln (x2 + 1))
(sinylnx)” = [ln (ln (x2 + 1))]/

(cos y)y”In x + sin (l):;( ! )Zx
Y Ny) " me+n\a2+1

2x _siny
2 2
d,oﬁﬂ: x?2+DIn(x2+1) X
dx cosylnx

3
RS0
y
3
In(y*) = ln(ij
y

xIny= 31n(ij
y

(xIny) = (3nx —Iny))

1ny+ﬂ=3(l—y—)

y Xy
A N
y y X
x+3 3—xIn
(532

y X
doit Q: y3—-xlny)

dx x(x +3)

c) y = x8inx¥(cos x)*
Iny = In[x%n*(cos x)*]
Iny = Inxs"* + In(cos x)*
Iny = sinxInx + xIn(cos x)

(ny) = (sinx Inx + x1In(cos x))’

Y~ cosxInx+ sinx(l)+ln(cosx)+x(ﬂ]
y X cos x

d’on
dy
dx

sin x

= xsinx(cos x)x(cos xlnx+ + In(cos x) — x tan x)

d) y=x2+Cx+ 1)
¥ = (x2 + GBx + 1)5x)
= (x2) + (Gx + )5
Soit u = x2«
Inu = In x2x
Inu =2xInx
(Inu) = 2xInx)
lu’ =2Inx+ 2x(l)
u X
u = x22Inx+2)
donc (x2¥) = 2x2x(1 + In x)
Soit v=0Gx+1)>x
Inv =In(3x + 1)
Inv=5xIn(3x +1)
(Inv) = (5xInGx + 1))’

lv':51n(3x+1)+5x( 3 )
v 3x +1

v'=(3x+1)5-"[51n(3x+1)+ I5x }
3x+1

done (3x + 1)%*) = 53x + 1)5"[ln Gx+ 1)+ 3 3x }
X

+1
d’ou
dy 3x
—= =2x2(1+Inx)+53x + 1) In3x + 1) +
X 3x+1
3. a) Calculons d’abord y”.

(Arcsin y + Arctan x)’ = 2xy + )’
Y 4

Ty TTeae 2T

2y —
_ TS

! —-2x

1= y?

m,au point (1, 0) = ¥{; ) =2
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b)

. a)

PROBLEMES DE SYNTHESE

Puisque la droite y = 2x + b passe par P(1, 0), nous
trouvons b = -2

d’ou I’équation de la droite tangente est y = 2x — 2
-1 -

y(,l, 0) 2

Puisque la droite y = %x + b passe par P(1, 0), nous

au point (1, 0) =

m
normale

trouvons b = —

d’ou I’équation de la droite normale est y = %x + %

> with(plots):

> c:=implicitplot(arcsin(y)+4*arctan
(x)=2*x*y*+Pi,x=0..2,y=-1..1,color=red):

> t:=plot(2*x-2,x=0..2,y=-1..1,color=blue):

> n:=plot((-x+1)/2,x=0.4..1.6,y=-1..1,
color=green):

> display(c,t,n,scaling=constrained);

@R =2-y @
(2 +32)2) = (2 + 32y
2(x2 4+ y2)(2x + 2yy") = 2x — 2yy’
2x3 4+ 2x2yy”" 4+ 2xy2 + 2y3y" = x — yy’
V[2x2y 4+ 2y3 + y] = x — 2x3 — 2xy2
, X —2x3—2xy?
2x2y+2y3 +y

x(1—2x2 = 2y2)
y(2x2 +2y2+1)

La tangente a la courbe est horizontale lorsque y” =0,
c’est-a-dire

Ainsi y’ =

x(1=2x2-2y2)=0

1-2x2-2y? =
oux = 0 (@rejeter, carsix = 0,y = 0)
2x2+2y? =1

X2 +y? =%, ainsi y? =%—x2

En substituant dans (), nous obtenons

2
@“g_ﬁj:ﬁ_e_ﬁ)
2 2

1, 1
4 2
L3
8
doncx =+ 3
8 1
En substituant dans x2 + y% = > nous obtenons
1 3 1
22 _2_1
YT278T 8

1
doncy =+, |—
YT

© 2009 Chenelitre Education inc.
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Les points cherchés sont

SN R

A(\s’ SJ’B( S’NSJ’C(W’ sj
ERgL

etD( S’VSJ

Algébriquement, nous constatons que la tangente est
verticale lorsque y = 0.

En substituant y = 0 dans (1), nous obtenons
(x2+0)2 =x2 -0
x4 —=x2=0
x2(x2-1)=0
donc x=-1,x=1 oux=0 (arejeter)
Les points cherchés sont E(1, 0) et F(-1, 0).

> with(plots):

> c:=implicitplot((xA2+yA2)A2=x"2-y 2, x=-1..1,
y=-1..1,color=red,numpoints=1000):

> yl:=plot((1/8)*(1/2),x=-0.9..-0.3,color=blue):

> y2:=plot((1/8)"(1/2),x=0.3..0.9,color=blue):

> y3:=plot(-(1/8)*(1/2),x=-0.9..-0.3,color=blue):

> y4:=plot(-(1/8)*(1/2),x=0.3..0.9,color=blue):

> x| :=plot([I,y,y=-0.3..0.3],color=green):

> x2:=plot([-1,y,y=-0.3..0.3],color=green):

> y5:=plot(0.4,x=-1..1,color=white):

> p:=plot([[(3/8)"(1/2),(1/8) (1/2)],[(3/8)"(1/2),-(1/8)"
(1712)1,[-(3/8)(1/2),(1/8)A(1/2)1,[-(3/8) (1/2),-(1/8)*
(1/2)1,[1,01,[-1,0]],style=point,symbol=circle,color=red):

> display(c,yl,y2,y3,y4,x1,x2,p,y5,scaling=constrained);

C 0,4 1 A
_ 03 _
y 0,2 4
| E
F : v v E
- -08 -0,6 -04 -0,2 ) 02 04 06 08
02 X
. 0.3 -
D B

Calculons d’abord y’.
(3 +y%)" = Baxyy’
3x2 + 3y2y" = 3ay + 3axy’
3y2y" — 3axy’ = 3ay — 3x2
Y(y? - ax) = ay - x*
, _ay—x?
y2 —ax
La tangente  la courbe est horizontale lorsque y" = 0,
2
c’est-a-dire (ay — x2) =0, ainsi y = Lty
a
2
En remplagant y par 2~ dans I’équation initiale,
a
nous obtenons

6
X+ =3x8
a3
3
x3(l+%)=3x3
a
3
six #0 (1+x—)=3
a3

donc x = Q/Ea ety = Q/Za (cary = x2)
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b)

c)

d’ol la tangente est horizontale au point P (3/2a, 3/4a)
La tangente a la courbe est verticale lorsque (y* — ax) = 0,

2
ainsi x = 2.
a 32
En remplagant x par — dans 1’équation initiale,
a

nous obtenons

6
yi’;_;’_ y3 = 3y3
a3
3
y3 (%+ lj = 3y3
a

3
siy#0 (%+1]=3

a
doncy:%aetxzﬁa

d’ou la tangente est verticale au point Q (Q/Za, Q/fa)

(carx = y?)

Lorsque x =y etquex # 0,
dy _x—x? -
dxle=y x?—x

De plus, en remplagant x par y dans I’équation initiale,
nous obtenons

x3 4+ x3 = 3ax?

2x3 =3ax? =0
x2(2x-3a)=0
N 3a
x =0 (arejeter) oux = EX
Le point d’intersection du folium de Descartes et
de la droite y = x lorsque x # 0 est R [370, 37“)
_3a
Equation de la tangente 32 =-1
x4
2
da_ ( ) ;a)
) 2

d’oll y = -x+3a

> with(plots):
> folium:=implicitplot(xA3+y"3=3%x*y,x=-3..3,
=-3..3,numpoints=8000,view=[-3..3,-3..3],color=orange):

> yl:=plot(4*(1/3),x=0.5..2,color=black):

> x |:=plot([47(1/3),y,y=0.5..2],color=black):

> t:=plot(-x+3,x=1..2,color=blue):

> P:=plot([[47(1/3),27(1/3)],[27(1/3),47(1/3)1,[3/2,3/2]],
style=point,symbol=circle,color=orange):

> display(folium,y | ,x1,t,Pscaling=constrained);

o

6. (x3+y)2=x2+16

PROBLEMES DE SYNTHESE

Calculons d’abord y’.

(0% +y)2) = (2 + 16)
2(xy? + y)(¥3 +3xy2y" + y) = 2x

S 43x2y 4y = —>
VAR Y =5
‘Gxy? +1) = -3
Y Q@xy? +1) oty Y
— 6 _ 4
Y@x?+ 1) = T
Xy +y
Q: X —xyb — y4

o dx "~ G+ D + )

En remplagant x par 0, dans 1’équation initiale, nous obtenons
O+y)?>=0+16,doncy=-4o0uy=4

dy dy

=64 et —
dx |, -4) X 10, 4)

Ainsi = -64

Equation de la droite perpendiculaire a la courbe
au point (0, -4)

y=(4) _ -1
x-0 64
-1

n = 64x—4

Equation de la droite perpendiculaire a la courbe
au point (0, 4)

y-4_ 1

x—0 64

1
y2=ax+4

Nous trouvons I’intersection des deux droites en résolvant

N =»n
1 x—4= Lx+4
64 64
lx=-8
64
x = -256

Lorsque x = -256,y = 0
D’ol nous obtenons le point R(-256, 0)

x2=2x—xy+2y2+y=27
a) Calculons d’abord y’.

(X2 =2x—xy+2y2+y) =27
2x=2—-y—-xy'+4yy'+y =0
—xy +4yy +y =-2x+2+y
Ydy—-x+1)=y—-2x+2
dy y—-2x+2

ainsi — =
dx 4y—-x+1

Déterminons les valeurs de x telles que dy =0

dx
y—2x+2

=0siy=2x-2
4y—-x+1

© 2009 Chenelitre Education inc.
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R AG,4
En remplagant y par (2x — 2) dans 1’équation initiale, 4 ./,,(ﬁ)x
nous obtenons D,
X2 = 2x — x(2x = 2) + 22x — 2)> + (2x — 2) = 27 D.‘ ’ 2]
X2 —2x—2x2+2x+8x2—-16x+8+2x-2-27=0 : '
7x2 —14x=21=0 4 2 0
Tx=3)x+1) =0 \\ o]
ainsix =3 ou x = -1 .
En remplagant x par 3, nous obtenons y = 2(3) -2 =4 B(-1,-4)
et nous avons le point A(3, 4).
8. x—y2+4y=7
En remplagant x par -1, nous obtenons y = 2(-1) =2 = -4 ,
et nous avons le point B(-1, -4). a) Calculons y'.
&y _(y-20+2Y (x =y +4y) =7y
Calculons i [4y—x+1) 1-2y +4y =0
_ O =2y —x+ D) - (y—2x+ 24y - 1) Y2y +4) =-1
(4y—x + 1)2 dy __1
&2y dx 2y-4
Calculons PR points A(3, 4) et B(-1, -4) En remplagant x par 7 dans I’équation initiale,
3420 N nous obtenons
’ = t v(-1, - =
sachant que y'(3,4) et y'(-1,-4) T—y2+dy=7
dzy :(0—2)(14)—(0)(0—1):i<0 -y2+4y=0
dx2 (3,4) (14)2 7 )’('y + 4) =0
dzy :(0—2)(-14)—(0)(0—1):l>0 doncy=0ouy=4
dxz (-1,-4) (14)2 7 Q B i o ﬂ B l
2 dx 4 dx 4
Puisque B =0etque &y <0, 70 7
X134 dx? 3,4

S
tanf, = —, ainsi 6, = -14,036...°
le point A(3, 4) est le point de maximum. 4

dy
dx

Puisque =0 et que da’y > 0, tan 0, = % ainsi 6, = 14,036...°

(-1,-4) X211, -4

dol 6 ~ o
le point B(-1, -4) est le point de minimum. ou 6 ~ 28,07

b) En posant le dénominateur de 9 égal 20, b) En posant % = zyl_ 2 - I, nous trouvons y =2.5.

nous obtenons d dy 1

dy—x+1=0 En posant o = 2y-4 = -1, nous trouvons y = 1,5.
donc x=4y+l En remplagant successivement y par 2,5 et y par 1,5
En remplagant x par 4y + 1 dans 1’équation initiale, nous dans I’équation initiale, nous obtenons
obtenons x — (2,52 +4(2,5) = 7, donc x = 3,25

(4y+1? =24y + D - (4y+Dy+2y> +y=127 x = (1,52 +4(1,5) = 7, donc x = 3,25
162 4+8y+1-8y—2—-4y2 —y+2y2+y-27=0 D’ou les points cherchés sont A(3,25; 2,5)

14y -28=0 et B(3,25; 1,5)

14(*-2)=0 . . .
Représentation graphique :
doncy:-\/zouyzx/i .
> with(plots):

ainsi x = -4v/2 + loux = 442 +1 > c=implicitplot(x-yA2+4%y=7 x=-1..10,y=-1..7,

color=orange):

D'ou Dy: x = A2+ 1 et Dyix = W2+l > tl:=plot((7-x)/4,x=-2..9,color=blue):

¢) > with(plots): > t2:=plot(4+(x-7)/4,x=-2..9,color=blue):
> c:i=implicitplot(xA24+2%yA2-x*y-2¥x+y=27 x=-6..7,y=-5..5): > t3:=plot(x-0.75,x=1..6,color=green):
> p:=plot([[-],-4],[3,4]],symbol=circle,style=point,color=red): > t4:=plot(-x+4.75,x=1..9,color=green):
> dl:=plot([1+4*(2)"(1/2),y,y=-2..4],color=blue): > P:=plot([[7,0],[7,4],[3.25,2.5],[3.25,1.5]],symbol=circle,
> d2:=plot([ |-4*(2)"(1/2),y,y=-4..2],color=blue): style=point,color=orange):
> display(c,p,d|,d2,scaling=constrained,view=[-5..7,-5..5]); > display(c,t1,t2,t3,t4,Pview=[-2..10,-1..7],

scaling=constrained);
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9. dom f=]0, +0

Asymptotes: lim x* est une indétermination de la forme 0°.
x—0*

Soit A = lim x~*

x—0*
InA = lim xInx  (ind. O - (-%0))
x—0*
— fim 2% (ind. 'OOJ
x—0* l +0o0
X
1
2 lim X = lim (-x) =0
x—0+ -1 x—0*
X2
InA=0
donA=1

Puisque 1ir{)1 x* =1, alors il n’y a pas d’asymptote
x—0*

verticale.

Puisque lim x* = +%_ alors il n’y a pas d’asymptote
X—+%

horizontale.
f'(x)=x*(1+1nx); nc.: 1
e

f7(x) = x*(1 4+ x)? + x*~!; aucun nombre critique.

1
X 0 - +00
e
Fx 7 - 0 +
f(x) 7 + + +
f 7 | \U 0,69... /U +00
Ede G N (0,36...;0,69...) 2
min.
Y |
/
///f(x) =X
1/
min.
e T —
| X

10. a) Soit H(x) = x — 1 + tan x.
H est continue sur [0, 1]; H(0)=-1et H(1) = 0,017.
Puisque H(0) <0< H(1), alors 3 ¢ € 10, 1] tel que
H(c)=0
c’est-a-dire H(c)=c—1+tanc=0
d’oudce 10, 1[ tel que tanc=1—c¢

b) Vérifions d’abord les hypotheéses du théoréme de Rolle:

c)

PROBLEMES DE SYNTHESE

ol f(x) = (x —1)sinx sur [0, 1].
1) fest continue sur [0, 1];
2) fest dérivable sur ]0, 1[,
car f’(x) = sin x + (x — 1) cos x est définie sur ]0, 1[;
3) f(0)=0etf(1)=0,douf(0)=,(1)
Alors 3 ¢ € 10, 1] tel que f’(c) =0
c’est-a-dire
sinc+ (c—1)cosc =0
sinc = -(c —1)cosc
sin ¢

=1-c (car cosc # 0 sur |0, 1[)
cosc

d’oudce 10, 1[ tel que tanc=1—c¢
> fi=x->tan(x);
f=x — tan (x)
> g:=x->(1-x);
g=x—>1-x

> plot([f(x),g(x)],x=0..1,color=[red,blue],scaling=constrained);

1,44
1,21

y 081
0,61
0,41
0,2

0 02 04 06 08 |

X
> c:=fsolve(f(x)=g(x));
c=0.4797310073

e N 7
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y Btan(X) X,in=9
\Y |B1-Xx K=
\Y3= Xstﬂ =.2
\Y4= Ymin=ﬂ
\Y,= Y =1.6
\Y6= Ysc'\ =.2
\Y7= Xres=1
_ AN J
GRAPH )
Intersection
\\X= L47973101_Y=.52026899 )

© 2009 Chenelitre Education inc.



20 PROBLEMES DE SYNTHESE

Il. a) Appliquons le théoreme de Lagrange a x(¢) sur [0, 4].
dce 0,4 tel que
x(4) — x(0) _

i ¥
8 =12¢ — 3¢?
3¢2-12¢+8=0
o= 12 + /48
6

d’ouz, =0,85sour,=3,15s

b

=~

v(r) = x'(t) = 12t — 312
V() =0si12—6t=0d’ouzr=2s
V(2)=0etv’(2)=-6<0
donc la vitesse est maximale lorsque r=2s,
et v, = v(2) =12 m/s.
C) > x:i=t->6%tA2-tA3+4;
x=t—>062-13+4

> vi=t->| 2%t-3%tA2;

vi=1t— 12t =312
> ar=t->2-6*t;

a=1t—>12-06¢
> plot([x(t),v(t),a(t)],t=0..4,color=[red,blue,green]);

304 Xty =62t +4
20
v(t) = 12t — 3¢
10~
0 | 2 3 4
" ¢ \\\\\\\(\t):|2—6t
e N
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y,B6X2-X"3+4 X,.,=0
\Y B12-3X2 X, . =4
\Y,B12-6X X =1
\Y,= Y,..=-10
\Y, = Y, =40
\Y= Y., =10
\Y7= Xres=1
\ AN
GRAPH
[
\ J

12. a) f(x) =(x—a)"(x —b)
(%) = m(x —a)"(x — b)" + n(x — b)r(x —a)”
S'(x) = (x —a)ym=1(x = by~ (m(x = b) + n(x - a))
f(e) = (¢ = a)y"='(c = b)!(m(c = b) + n(c — a))

© 2009 Chenelitre Education inc.
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3 ¢ € ]a, bl tel que f'(c) = 0, ainsi
m(c—b)+n(c—a)=0
n(c—a)=m(b-rc)

c—a_m
b-c n
b) c—4 :g
10-¢ 3
c—4=20-2c
3¢ =24
c=8

13. f(x)=3x>—-20x3
f/(x) = 15x* = 60x2 = 15x2(x — 2)(x + 2);n.c.: 0, -2 et 2

X -0 -2 0 2 +oeo

x|+ 0 - 0 - 0 +
f / 64 N 0 N\ -64
max. min.

1) fest continue sur [-2, 2], fonction polynomiale

2) fest dérivable sur ]-2, 2[, car f’(x) = 15x* — 60x2 est
définie sur |-2, 2[

d’ot 3 ¢ €]-2, 2[ tel que

fO-fC2) _ .
-2 Sf(©)
M — 15C4 —_ 6062
4

15¢* = 60c2 +32=0

2= 60 + /602 — 4(15)(32) _ 60 + /1680 _ 30 + 2+/105

2(15) 30 15
s [30 + 24/105
B 15
doli¢, = - 30=2V105 _ 5 796
15
¢ =- IW ~ 1835
¢ = 30 = 2J105 =~ 0,796
15
et ¢, = w ~ 1835

14. h(x) = 0,006x> - 0,1x +9
a) La distance maximale D entre la corde rectiligne reliant
le sommet des deux poteaux et le télésicge peut Etre
calculée en utilisant la valeur ¢ du théoreme
de Lagrange.

1) hest continue sur [0, 100], car & est une fonction
polynomiale



Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

b)

)

d

=

2) hest dérivable sur 10, 100[, car A’(x) = 0,012x — 0,1
est définie sur ]0, 100[

d’ou 3 ¢ €10, 100[ tel que

h(100) — h(0) _

h/
1000 ©
M¥-9 0,012¢ - 0,1
100
c =50

Equation de la sécante y passant par (0, 2(0))
et (100, ~2(100))
y—h(0) _ h(100) — h(0)
x-0  100-0
y-9 59-9
x 100

1
= Zx+9
y 2x

D = y(50) — h(50)
=34-19
d’ou D =25 metres
14
—x
100
= (0,006x2 — 0,1x +9) — 0,14x
= 0,006x2 - 0,24x +9
d’(x) =0,012x — 0,24
d’(x)=0six =20

d(x) = h(x) —

X 0 20 100
d’(x) 7 - 0 + i
d d(0) N 6,6 / d(100)
max. min. max.

d’ou d = 6,6 metres
Nous savons que % =18 m/s

dh _ dh dx
dt dx dt

-4 (0,006x2 - 0,1x +9) dx
dx dt

ainsi % = (0,012x — 0,1)(1,8)

. dh

D (0,012(5) - 0,1)(1,8) = -0,072 m/s
x=5

.. dh

i = (0,012(95) - 0,1)(1,8) = 1,872 m/s
x=95

> with(plots):
> h:=x->0.006*x/2-0.1*x+9;
h:=x — 0.006x2 - 0.1x + 9
> yl:=plot(h(x),x=0..100,y=0..60,color=orange):
> dl:=plot([20,y,y=2.8..h(20)],color=blue):
> d2:=plot([50,y,y=h(50)..34],color=blue):
> pl:=plot([100,y,y=0..h(100)],color=black,thickness=3):
> p2:=plot([0,y,y=0..h(0)],color=black,thickness=3):
> s:=plot(0.5%x+9,x=0..100,color=green):

PROBLEMES DE SYNTHESE 21

> sol:=plot(0.14*x,x=0..100,color=black,thickness=2):
> display(yl,d1,d2,s,pl,p2,sol,scaling=constrained);

y
1 _oSt o
] ot LoV
] / D - 09051‘
_— W
10 ;j)’V y,= 0,14x
0 20 50 100 x
s N 0
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y, 0. 006X2-0. 1X+9 X,,.=0
\Y, =0 . 5X+9 X, =100
\Y,B30. 14X X,,,=20
\Y,= Y, =10
\Y,= Y, =60
\Y,= Y_,=10
\Y,= X, =1
L J J
( GRAPH )
. J
’
15. (Vx+./y) =(©)
1 4 y \/; ~Jd

=0,ainsiy = —=ety,, =——
2x 2y Jx ed T g
L’équation de la tangente au point (a, ¢), c’est-a-dire

(a, (C - \/5)2) esty = M}c + b qui passe par

Ja
(a.(c - va)’)

Ainsi (€ = Va)’ :_(C_\/_\/—a)a+b dou b =C2-Ca
a

L’équation de la tangente est donc

y=_(C:/Z\/:l)x+(C2—C\/Z)

six=0,y=C2—C\/E ainsirzCZ—C\/;
siy=0,x=C\/Z ainsiszC\/;
r+s=C>-CJa+CJa=cC?

d’ouk=4

16. a) Déterminons d’abord 1’équation de la tangente
2 la courbe de f au point (z, f(2)).

0 |

© 2009 Chenelitre Education inc.




1) PROBLEMES DE SYNTHESE (alcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

y—f@ , I cas: Six € -0, 1]
—z 1@ D’apres le corollaire 2 du théoreme de Lagrange, 3 C; € R
—e? tel que
y e - — _p-2 4 — _p-X
e o =) F) = g+ G
ainsiy = -e*(x —z) +e*
y=-ex+ei(z+1)

Arc tan(x+ 1) = Arc tanx + C;
—-x

En remplagant x par 0, car 0 € -, 1[, nous obtenons
Arc tan (1) = Arc tan 0 + C

Déterminons les coordonnées des points A(a, 0) et B(0, b).

six=0,y=ez+1),dou B((), e (z+ l)) T

siy=0,x=z+1, dol A(z+1,0) 206G
ab _(z+ Dez(z+1)

Aire du triangle AOB = EX 2 dou C, = %
Az) = (z+1)%e 2¢cas: Si x €]l, +o
2 D’apres le corollaire 2 du théoréme de Lagrange,
A7) = 2@+ et — (@ + e 3 C, € Rtel que
2
= +
aesiog F0) = g(0) +C,
2 Arctan(l—’_x):Arctanx+C2
A@)=0siz=1 -
lim Arc tan(i * x) = lim (Arc tanx + C,)
x—>+oo - X X—+ow
z O 1 +o0
Arc tan| lim (1 ha x) = lim Arctanx + C
A’(Z) ﬂ + 0 - x—te\ ] — x X+ 2
A A(0) S A(l) \ En appliquant la RH au membre de gauche, nous
. obtenons
min. max.
Arc tan| lim LRl £+C2
2 1 x—+oo| =] 2
D’ou A,,, = A1) = =u?et P(l, f) .
e e Arctan (-1) = -+ C,
2
. . (24 D)%e . .
b) lim A(z) = lim ~~—>"— (ind. (+)-0) T_ZT, ¢
>+, 7=+ - 2
3 4 2
2 N -3
— fim EtD? (ind. J’mj dou C, = e
1o+ et +00
RH 2(z+1) (ind.m) b) f(x) = ArctanGtx) et g(x) = Arc tan x
1o+ et +00
1 > fi=x->arctan((1+x)/(1-x));
& Jim — 1+
o e f:=x—>Arctan( x)
=0 I-x
> gi=x->arctan(x);
17. a) Soit f(x) = Arc tan(itx) six #1 g:=x — Arc tan (x)
et g(x) = Arctan x > with(plots):
> cl:=plot(f(x),x=-8..8,color=orange,discont=true):
F(x) = 1 2 _ 2 > c2:=plot(g(x),x=-8..8,color=blue):
(1 + x)2 (1-x)2 (1= x)2 + (1 + x)2 > display(cl,c2,scaling=constrained);
1+ ——
1-x
_ | +x
_ 1 4 f(x)o—Arctan(Iix)
1+ x2
g(x) =Arc tan x
’ x) =
8 ( ) 1+ x2 77-777-7 R i .
ainsi f'(x) = g’(x), V x € R\{1} —

Puisque g est continue sur IR et que f est continue sur
-oo, 1[ et sur ]1, +oo, il y a deux cas a étudier.
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I N ~
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y,Btan"'((1+X) / X =5
(1-X)) Xy =5
\Y,gtan" (X) X..=1
\Y3= Ymin=-2
\Y4= Ymax=2
\Y= Y=:5
\Y6= Xres=1

N N J
( GRAPH )
. J

) .

18. a) lim 507 7sin360 (ind. 9)

6—0 B¢ 0
(502 + 7)sin 36 ( 502 + 7)(1'm sin 39)
9*}0 Oeb 650 @
_ ( sin 39) (ind. 9)
00 0
RH ( 3 cos 39)
6—0
21
b) lim [tanx +xlnx] = Tim 2 4 fim xlnx
x—0% X x—0"  x x—0%

(ind. % etind. O - (-00))

RH ,.  sec?x Inx
= lim —— + lim ——
x—0* 1 x—0* l
X
— 1+ lim ¥ (ind. '°°)
=0t 1 +00
X
1
R
x—0t -1
X2
=1+ lim (-x)
x—0*
=1+0

=1

t(l + il) ) )
o lim ——%~ =| lim 1+ lim —
1=+ (2t + Int) 1=+ 2t + Int 1—+o !

. +00 . +00
ind. — et ind. —
+00 +00

R im % [1+ lim %)
1=+ 241 t—>+x @

t

)(1+0)

| —

1
2

PROBLEMES DE SYNTHESE 3

d) lim (”?J (ind. f”)
soto\ g — o

1

1+ —F—

lim 3 + VS RH lim 2\/;
sote g — Ky s>+ 1

1_
2s

Ainsi lim (s ki ?] (ind. 1'®)
S§—>+0oo S -

=}

Js
alorsln A = lim 1n(s+ \/;j
s+ s — \/§

[S + ?j (ind. (+o0) - 0)

S—>+00

Si A= lim (

InA = lim \/_ln

§—>+00

= i ) = in(s - ) (ind. 9)
s+ L 0
Js
1 1
+ 1-
NI N
fim Sty s=s
s—>+% -1
25%
I 1
(s—\/;)(l+ )—(s+ s)(l— )i|2s7
= lim = Vs 25
s>+ (92 — S)(-l)
s+£—\/;—f—s+£—\/_+f}2si
— qim L 2 2 2 2
s s(1—1s)
CVAENG
s—+% 1—=s
= lim 1_ (ind _OOJ
s—o+e | — ¢ -0
& fim 2
S+
d’ ol A = e
In x e

e) lm|—4+-—--—-—
X (g—Arctanx)

. Inx . ex
= lim — + lim

B A (% — Arc tan x)

. +oo 0
(md. — et ind. J
+00 0

1
RH .. . -e~
= lim * + lim
xX—o+o X X+ -
1+ x2
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_ D o N i) lim 250* 3% (ind. 9)
=0+ xll}Ile o (ll’ld. +OOJ ) 150 x4 0
- . 4
RE 4im 2x ind. =2 lim Jsint 3x 43x = élim Gin3x)* fix) (ind. gj
e X C oo =0 2x 2 x50  Xx 0
N 4
B im 2 = é(lim S 3xj (ind. 9)
x>t X 2\x=0  x 0
= R 5(. ?acos?wc)4
= =| im ———
5 3 2 \x>0 1
f) lim (COS & +xsin(—))ef _ 5
X0 X X = 2( )
[ cos2x . .. (3 s 405
=| lim ———+ lim xsin|— ||| lim e~ :T
x>t X X—+%0 X X+
. . 1 . 1
3 j)  lim = lim
Sin 0 X+ ex—lnx X—o+® exe-lnx
= |0+ lim —=2 e (ind. —) . o
o L 0 = lim & (ind. ]
L X x>+ eX +00
cos(ij : (—32) = lim = (ind. +°°]
L lim —X X2 e e
X+ (i) R_H 1 1
L _x2 - xl)r}:lx;
=3 lim cos (é =0
x>+ X
J2a3% — ¥4 — g3/ 42
=3(1) K) Tim 24X L (ind. 9)
-3 x—a a—ax3 0
. 2a3 —4x3  aa?
g) lim L\/;l [ind. MJ lim V2a3x — x* — a/a’x ru lim 22a3x — x* 33/(a%x)?
x—o+oo  xV3 +00 a @ — 4/_61)63 T 5a 3ax?
x5,831 1+ L 44‘ (aX3)3
x5,831 +1 -5 x5,33| -2613 a3
e T NG -5
X X _ 2Ja*  33/aS
= lim x(5831-V34) Jim (1 + L) -3a>
X—>+® X+ x5:831 4W
= hm XO‘OOO 048...(1) a
X—+0 _a —_
= 40 — 3 3
1 4
h) lim x2 (1 — xsin (—D (ind. +00 (l — (+0) - O)) 16a
X+ X = —
9
Soit x = l, c’est-a-dire y = l,
y X
19. a) lim FACD) (ind. 9, carf(-1) = 0 et g(-1) = O)
lorsque x — +o0, nous avons y — 0+ x—-1 g(x) 0
‘(-1) = =2 =2x+2
lim x (1 - xsin(l)) = lim i(1 ~ L gin y) JCD = Manga, oy = 2 (carn = 2x
X+ X y—0+ y2 y est ’équation de la tangente au point (-1, £(-1)))
— fjm 250 (ind, 9) g = m}an(—hg(—l)) = -2 (cary, - 2x -2
y=0t oy 0 est I’équation de la tangente au point (-1, g(-1)))
RH lirgl 1-cosy —3(:(2)s Y (ind. 9) Donc,
y—0*+ y ’
RH ,. Siny . .0 lim AC)] T lim pAE))
= lim —= ind. — -1 g(x) -1 g'(x)
y=0t 6y 0 e
B iy £ T gCD
a x—0* 6 8
1 -2
6 -2
=-1
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b) lim LX) (ind.%, car f(I) = 0 et g(1) = 0)

c)

20. a)

x—l g( X
L’équation de la tangente a la courbe de f au point

(L (D)) est
- fO _ fO - fO)

x—1 1-0

»w-0 _ 0-3

x—1 1
y=-3x+3

ainsi Muan(1, £(1)) =) =-
L’équation de la tangente a la courbe de g au point
(1, g(1)) est

—g) _ &) - g0

x—1  1-0

YZ—OZO—('Z)

x—1 1
V, =2x—-2

ainsi My (1, gay = ') =2
IVACOR: v (€))
o 8(x) m g'(x)
_ M
g
-3
2

lim £ (ind. %, carf(2) = O et g(2) = o)

=2 g(x)

f’(2) = 0, car la tangente a la courbe de f au point
(2, f(2)) est horizontale.

g’(2) = 0, car la tangente a la courbe de g au point
(2, g(2)) est horizontale.

m LO R S0 (ind. g)
M g 0

d’ou on ne peut pas évaluer lim ——— Sx)
=2 g(x)

> fi=x->(sin(tan(x))-tan(sin(x)))/(arcsin(arctan(x))-
arctan(arcsin(x)));

sin (tan (x)) — tan (sin (x))

f=x= arc sin (arc tan (x)) — arc tan (am sin (x))
> Limit(f(x),x=0)=limit(f(x),x=0);
. sin (tan (x)) — tan (sin (x))
lim - : =
x—0 arc sin (arc tan (x)) — arc tan (arc sin (x))

PROBLEMES DE SYNTHESE 25

b) > plot(f(x),x=-1..1,y=0..3,color=orange,discont=true);

0,5

-1 08-06-04-02 O 02 04 06 08 |
X

21, f(x) = [(x2 =427

a) f(x)=1si
lercas: (x2—4)2 =1
x2—4=1 ou x2-4=-1

(base égale a 1)

x2=5 ou x2 =3
ainsix = -3, x =5, x =-/3 oux=-3
2°cas: (x2 —2x) =0 et (x2=4)2 %0
—-2x=0 et x2—-4 %0

x(x=2)=0 et x=2)(x+2)#0

x=0o0oux=2 et x#2etx#-2
ainsi x =0

d’ou f(x) =1 pour les valeurs de x suivantes:

V5,/3,0,3 et /5

_ e =421 six w2
b) &(x) {k Six=2

C720 0 (ind. 09)

lim [(x2 = 4)?]
SiA= lin% [(x2 = 4)2]*°72), alors
In A = lim In[(x* - 4]

InA = lim (x? = 2x) In (x? - 4)2 (ind. 0 - (-0))
x—

2 2 -
o M (ind. °°)

x—=2

—2x
2(x% —4)2x
RH .. (x% — 4)2
= lim——
(x2 —2x)2
2 _95)2
i 4 (&J

x—2 x2 — -2x - 2)
2 2
= fim —2%_ fjm &2 = 2%) (ind. 9)
=2-2x —2) x>2 x2-4 0
RH 8 lim 2(x2 = 2x)2x —2)
-2 x—2 2x
= -4(0)
=0
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22. a)

26 PROBLEMES DE SYNTHESE

ainsi A = e =1

d’oua=2etk=1 etnous avons

{[(x2 — 4] Gix %2
1

8(x) = six=2

3 _
Fy= 22X =3 8 dom f= R0, 1}
x(x —1)2
233+ x-3 _ 2x34+x-3
x(x —1)2 x(x —1)2

d’ou la droite d’équation x = 0 est une asymptote
verticale.

2x3 +x -3 ( 0)
mXTX=S

ind. —
x(x —1)2 . 0

x—0~ ’ x—0*

x—1

. 2xX3+Xx—3 RH .. 6x2 + 1
lim —— = lim ————
aolm 3 =202 +x o 3x2 —4x + 1

2 +x-3 6x2 +1
lim =——— = lim ———

ol 3 = 2x2 +x w1 3x2 —4x + 1

=+
d’ou la droite d’équation x = 1 est une asymptote
verticale.

2x3 4+ x -3
xo-e x(x —1)2

.+OO

. 2x3+x—3 RrH ,. 6x2 +1 . +00
lim ———— = lim ———— ind
x>0 X3 — 2x2 + x

xo- 3x2 —4x + 1

M i 12X ind. ==
x—-0 6x — 4 -0

RH .. 12

= lim —

x—-0 O

= lim 2
xX—-

=2

N . 2x3+x-3
De méme, lim ———
i x(x — 1)2

+00
(ind. )
+00

. 2x3+x—3 RH ,. 6x2 +1 P =)
lim ————= lim ———— ind.
xooe x3 —2x2 +x xove 3x2 —4x 41 +00

& Jim

12x ( +oo)
ind. —
x—+e Ox — 4 +00
RH

= limg

x—o+% 6

= lim 2

X—+®
=2

d’ou la droite d’équation y = 2 est une asymptote
horizontale.
> with(plots):
> fi=x->(2%xA3+x-3)/(x*(x-1)*2);
2x3 +x -3

x(x —1)2
> ah:=plot(2,x=-5..10,color=black,linestyle=4):
> av:=plot([l,y,y=-40..40],color=black,linestyle=4):

f=x—>

> c:=plot(f(x),x=-5..10,y=-40..40,color=orange,discont=true):

> display(c,ah,av);
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0
! 2¢+x-3
30 o _ 28 +x
| ey
Y 20 a
-
B
4 5 0 2 4 6 8 10
.Io. X
204/
[\
( .
0] |
.40- ‘3
e N 7 1\
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Y, B (2XA3+X-3) / X, =4
(X((X-1)"2)) Xoo=T
\Y,= X=2
\Yi= Y=-3g
\Y,= Y'"=3g
\Y.= Y=g
\Y6= XrES=
N\ L J
1 GRAPH )
. J

b) f(x) = (1 + lj sur 10, +o0
X

lim
x—0*

A

In A

(1 + l) (ind. (+00)0)
X

= lim (1 + l)
x—0* X
. Y
= ln[hm (1+—) j
x—0* X
. Y
= lim In (1 + —j
x—=0* X

= lim xIn (1 + l) @ind. 0 - (+0))

x—=0*
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2,54

Yy 1,54

0,51

donc A =¢0 =1
d’ou aucune asymptote verticale.

lim (1 + l) (ind. I"™)
X+ X
. I
A = lim [1 + 7)

X+ X

Par un procédé analogue au calcul précédent,
nous obtenons

InA = lim L
X+ 1
1)
X
=1
donc A =e

d’ou la droite d’équation y = e est une asymptote
horizontale.

> fi=x->(1+(1/x))x;

f:=xe(l+l)x

X
> plot([f(x),exp(1)],x=0..40,y=0..3,color=[red,black],
linestyle=[1,4]);

10 20 30 40
X
s N h
Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
\Ymer (1) Xy,=
\Y B (1+(1/X))"*X X, =40
\Y,= X.,=10
\Y4= Ym1n=
\Y5= max=
\Y= Y =-5
\Y,= X =1
L J J
GRAPH )
N\ J

0 f)= -

PROBLEMES DE SYNTHESE 21

* 5 ot dom f=R\{0}

_xex_x_

. X . 0
lim—— ind. —
x=0 2e¥ — xe* —x —2 0

X RH .. 1

lim lim = -
x=0" 2e* — xe¥ —x —2 x50 e¥ — xe¥ —1

. X RH . 1

lim = lim = -

o0t 203 — xe¥ —x — 2  xo0 X — xe¥ —1

d’ou la droite d’équation x = 0 est une asymptote

verticale.

En évaluant lim xe*, qui est une indétermination
x—-

de la forme (-o) - 0, nous obtenons

lim xe* = lim - (ind. “j

X—>-00 x—-0 X +00
RH .. 1
= lim
x—-0 -
=0
ainsi lim (2e* — xeX¥ — x — 2) = +©
xX—>-00
. X . -0
donc lim ——MMMM ind.
X Qet — xet — x — 2 +00
. X RH .. 1
lim = lim

x> e% — xe* —1
=-1 (car lim xe* = 0)

X—>-0

x—-0 2e¥ — xe¥ — x —2

d’ou la droite d’équation y = -1 est une asymptote
horizontale.

Evaluons lim (2¢* — xe* — x —2)  (ind. +% — o)

X+

lim (2¢* — xe* — x —2) = lim ex(z—x—i—lj

X+ x>+ ex er
= -00
car lim — =10
x—o+x et
et +oo * (-0) = -

. X . +°
donc lim —————— ind. —
x>t Dot — xer — x —2 -0

X RH . 1
= lim
xore e¥ — xe¥ — 1

lim -
T e (1 —-x - Lj

ex

lim
xore et — xet —x —2

=0

d’ou la droite d’équation y = 0 est une asymptote
horizontale.

> with(plots):

> fi=x->x/(2*exp(x)-x*exp(x)-x-2);
X
f=x= 2e% —xe* —x—12

> ah:=plot(-l,x=-10..5,color=black,linestyle=4):
> c:=plot(f(x),x=-10..5,y=-20..0,color=orange):
> display(c,ah);
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X 2500 1 o
- - -6 -4 2 2 4 y = 2400
I — — — — o ,,j,’f 777777 ‘ 2000
T "2/ 1500
_ 3t + 2400
P4 y 1000 ew= 54+ 12 4 e
._6/
o 5001
o
\ “ y 0 5 10 15 2 25 30 35
\ -2 t
._(4
‘ r N 2
0‘ ..'6 Plot1 Plot2 Plot3 WINDOW
L \Y,E2400 X =g
| 18 \Y, B (3X+2400e" X'=35
T (.36X)) / (5+X2+en X.=5
(" Prot1 Plot2 Plot3 I ( ) (36%)) Yurn=2
ot1 Plot2 Plot WINDOW \Y,= Y '=2500
\Y BX/ (2" (X) -Xeh X =10 \yj= Y™ =500
(X) -X-2) Xy =4 \Y,= X =1
\Y,B-1 X_,=2 N ) UE J
\Yo= Yuin=20 - Y
\Y,= Y= GRAPH
\Y5= Ysc1=2
\Y6: Xres=1
L J L J
GRAPH )
L J
24, x?+y? =324
a) Calculons d’abord y’.
L J
(x2 +y2)" = (3,24)
0 2x+2yy" =0
23. a) N(0) = 0+ 2400¢°
540+ 4y _x
= 2990 _ 400, d*ot 400 truites dx y ‘
6 Déterminons les coordonnées du point M, (1,7; b) ot
b) lim N(f) = lim S/ 2400e% 4+ be sl
et T i5ee 54 £2 4+ 0360 +oo (1,7)2 + y2 = 3,24
y2 = 0,35
RH . 3 + 8640301 . t®
& fim 2902 4= _— =
Jlim 20+ 0.36605 [m +Ooj y = +4/0,35, donc b 0,35
RH . 311,04¢036 4 q )
= lim ———— —
1>+ 2 4+ (,1296¢0-:36 +00
RH .. 111,9744¢0-36
= lim ————
i+ 0,046 6560361
111,9744 j—
= lim ——— M,(1,7:,035)
1—»+» (0,046 656 ligne
= 2400, d’ou 2400 tmites arriere 1(0,0)
x* +y?=324
c) AH.: y= 2400 L:lanceur
> with(plots): S g

> Q:=(3*t+2400*exp(0.36*t))/(t"2+5+exp(0.36*t)); dy
0= 312 + 2400¢(0-360 dr
2+5+ e(0A36t)
> c:=plot(Q(t),t=0..36,y=0..2500,color=orange):

tan 6, = L7 ainsi 6, = Arc tan( L7 ]
> h:=plot(2400,t=0..36,color=black,linestyle=4): ' 0,35 ' ! 0,35
> display(c,h);

-7

1,7; 035 /0,35

ky

= sin6,
80

© 2009 Chenelitre Education inc.



k, = 80sin| Arc tan L7 W-7s53
0,35
ainsi [ = k; + /0,35 = 75,5+ 0,591...
d’ou [ = 76,15 metres
b) Déterminons les coordonnées du point M(1,75; b), ot
b>0six=1,75

(1,75)2 + y? = 3,24
y2 = 0,1775

y = +/0,1775
donc b = -/0,1775

4 A

ligne
arriere

M,(1,75 ;-/0,1775)

L:lanceur

\ J
dy a3
dx (175, -Jour7s)  -+/0.1775

1,75 1.75
tan@, = ————, ainsi 6, = Arc tan| ————
2 Joarrs ’ [1/0,1775)

L sin 6,
80

k, = 80sin| Arc tan i =777
J0,1775

ainsi [ = k, — +/0,1775 = 77,7 - 0,421...

d’out [ = 77,36 metres

25. Démontrons, par I’absurde, que f possede au plus

une valeur fixe.

Supposons que f possede deux valeurs fixes distinctes,
aetb, c’est-a-dire f(a) = aet f(b) = b.

En appliquant le théoreme de Lagrange a f sur [a, b],
Jc € la, b[ tel que

Floy = L= 1@

b—a
=DZa (ar fb)y = bet fla) = @)
b—a
=1

ce qui contredit I’hypothese.
D’ou f possede au plus une valeur fixe.

Calcul intégral, 4 édition — Solutionnaire des exercices récapitulatifs et des problémes de synthése

26. a)

b)

©)

PROBLEMES DE SYNTHESE 29

Démontrons, par 1’absurde, que fa au plus (k + 1) zéros
distincts.

Supposons que fa (k + 2) zéros distincts: Zys Zgs Zgs o5
z

k2"
En appliquant le théoréme de Rolle a f sur chaque
intervalle [z,, 2,1, [z, ;) -+, [2,,5 20
alors

de¢, € Iz, g, [ tel que f(c)) =0
dc, € lz,, z;[ tel que f'(c,) =0

dc,, €1z, 7, telquefi(c, )=0;
donc f” possede (k + 1) zéros distincts, ce qui contredit
I’hypothése.

D’ou fa au plus (k + 1) zéros distincts.

Puisque f” a k zéros distincts,

alors f” a au plus (k + 1) zéros distincts (par a))
d’ol fa au plus (k + 2) zéros distincts (par a))
Puisque /™ a k zéros distincts,

alors f™D a au plus (k + 1) zéros distincts (par a))
f®2 a au plus (k + 2) zéros distincts (par a))
d’ou f'a au plus (k + n) zéros distincts (par a))
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